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La existencia de campos magnéticos caoticos es un
Sfenomeno bien conocido en la fisica de sistemas complejos
tales como los reactores de fusion nuclear o las atmosferas
estelares, En este articulo mostramos que los cables de
corriente continua también pueden dar lugar a campos
magnéticos cadticos, incluso en configuraciones muy
sencillas, refutando asi la creencia ampliamente extendida
de que las lineas magnéticas asociadas a filamentos de
corriente son siempre curvas cerradas. Este fenomeno,
lejos de ser una rareza académica,esta asociado a circyi-
tos genéricos de corriente, por lo que estd ubicuamente
presente en el mundo tecnologico moderno.

1. Introduccion

Es bien conocido desde principios del siglo XIX, gracias al
trabajo experimental de Oersted y a la formulacion matema-
tica de Ampére, que el flujo de corrientes eléctricas gencra
campos magnéticos. Cuando las corrientes son continuas
y estdn confinadas en cables eléctricos muy delgados (que
denominaremos hilos de corriente en lo que sigue), los cam-
pos magnéticos generados se describen mediante la /ey de
Biot-Savart, descubierta empiricamente en 1820,

Los campos magnéticos creados por hilos de corriente son
de gran utilidad en muy diversas disciplinas cientificas, tales
como ingenieria eléctrica, espectroscopia, biomedicina y fisica
nuclear, y se podria afirmar que son omnipresentes en el mundo
tecnologico. Una de las formas mas extendidas de visualizar un
campo magnético, que matematicamente se describe mediante
un campo vectorial, fue introducida por Faraday alrededor
de 1850, y consiste en representar las lineas u orbitas (curvas
integrales) de dicho campo. Esto define lo que se denominan
lineas magnéticas (con menos precision a veces se habla de
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lineas de fuerza), que son curvas tales que el campo magné-
tico es tangente a ellas. A diferencia de lo que ocurre cuando
trabajamos con campos eléctricos, la fuerza creada sobre una
particula cargada que se mueve con velocidad 2 en el seno
de un campo magnético no es paralela a las lineas de campo,
sino perpendicular a ellas y a 2, como queda plasmado en la
expresion matematica de la fuerza de Lorentz. Por este motivo,
las trayectorias de cargas en un campo magnético son en gene-
ral totalmente distintas y mucho mas complejas que las lineas
magnéticas asociadas a dicho campo, siendo estas ultimas las
protagonistas fundamentales de este articulo.

En muchos libros de texto se explica que las lineas magnéti-
cas forman siempre lazos cerrados, por ejemplo en cldsicos
del electromagnetismo y la fisica general como Stratton
[1, capitulo 4.1, pagina 225], Reitz & Milford [2, seccion
10-7, pagina 201}, Jefimenko [3, capitulo 10-4, pdgina 328],
Sadiku [4, capitulo 7.5, pagina 311] y Tipler [5, seccion 29-3,
pagina 897]. Esta falsa creencia se plasma incluso en varias
referencias online muy actuales [6,7] (aunque hay honro-
sas excepciones, como la web del Departamento de Fisica
Aplicada III de la Escuela Técnica Superior de Ingenieria
de la Universidad de Sevilla [8]), y de hecho, sigue muy
extendida entre fisicos e ingenieros, como hemos podido
comprobar en multiples conversaciones con diversos cole-
gas. El argumento que se esgrime habitualmente para justi-
ficar que toda linea magnética debe ser cerrada es que los
campos magnéticos son campos vectoriales solenoidales, y
por tanto el flujo magnético neto a través de una superficie
cerrada y sin borde es nulo. Esto equivale a decir que todo
el flujo entrante se compensa por flujo saliente, de lo cual se
concluye directamente que las lineas magnéticas no tienen
inicio ni final y son cerradas. Un andlisis detallado de esta
demostracion revela que no es concluyente y que, como
veremos a continuacion, esta lejos de ser correcta.
Recientemente, los autores hemos probado [9] usando
circuitos de corriente muy sencillos que las lineas mag-
néticas no son necesariamente cerradas y que pueden ser
cuasiperiodicas e incluso cadticas en regiones grandes del
espacio, refutando de esta manera la extendida creencia de
que los hilos de corriente unicamente producen campos
magnéticos simples. La existencia de campos magnéticos
caoticos esta bien establecida desde hace décadas en otras
disciplinas de la fisica, como la magnetohidrodindmica,
el confinamiento de plasmas y las atmosferas estelares.
Este hecho suele justificarse argumentando que las fuentes
del campo son complejas y presentan en si mismas cierto
tipo de no linealidad. Lo sorprendente de los ejemplos que
mostraremos en las proximas secciones es que los campos
estan generados por circuitos eléctricos, por lo que la Ginica
ecuacion relevante es la ley de Biot-Savart, que es lineal.
El objetivo de este articulo es describir los modelos cadticos
introducidos en [9,10] y mostrar a los lectores la comple-
jidad, todavia poco entendida, que pueden presentar los
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campos magnéticos creados por hilos de corriente. Lejos de
tratarse de modelos puramente académicos, investigaciones
recientes siguiendo esta linea de trabajo por parte del grupo
de M. Hosoda en Osaka [11,12], han mostrado la ubicuidad
del caos magnético en los circuitos eléctricos modernos.
Este llamativo fendmeno ha sido recogido en publicacio-
nes tan diversas como Physical Review Focus [13], CERN
Courier [14], American Journal of Physics [15] y la revista
de divulgacion cientifica francesa Pour la Science [16].

La distribucion de este articulo es la siguiente. En la seccion 2
recordaremos las ecuaciones fundamentales de los campos
magnéticos creados por hilos de corriente e introduciremos
un primer modelo que presenta lineas magnéticas cuasiperio-
dicas. Perturbando este modelo mostraremos cémo es posi-
ble generar campos cadticos, y haremos un estudio detallado
de las lineas del campo en la seccion 3. Finalmente, en la
seccion 4 discutiremos la conexion entre las lineas de campo
y el movimiento de particulas cargadas y plantearemos posi-
bles lineas futuras de investigacion en este contexto.

2. La ley de Biot-Savart y un modelo sencillo
de cables de corriente

Los campos magnéticos creados por hilos de corriente eléc-
trica se pueden describir matematicamente de forma sencilla
mediante la ley de Biot-Savart. En efecto, si L representa un
filamento que conduce una corriente eléctrica constante de
intensidad J, el campo magnético creado por esta configu-
racion en el punto ¢ esta dado por:

dl A(G—=1)
|G—1IF
donde /¢ es la constante de pmncabﬂ:dad magnética, que
en el vacio vale 47 - 10 7N/A%, y [ es un vector tangente al
filamento L que apunta en la direccion de la corriente elée-
trica. El principio de superposicion (linealidad) establece
que el campo magnético B creado por N filamentos eléetricos
(L, J,) esta dado por la suma de los N campos magnéticos

mdiwdudlu B,. esto es B = Z'\ i B;.

En los cursos basicos de clcuromag,numnu se prueba que
la Ec. (1) define un campo vectorial suave en todo el espa-
cio excepto sobre el filamento, donde es divergente, y que
dicho campo es solenoidal, esto es, VB = 0. Si denotamos
por (B,, B,, B,) las componentes del campo B, entonces las
lineas magnéticas se describen matematicamente mediante
las ecuaciones diferenciales:

&I (1)

B@ =4z ),

dx _ (2)
ds B,
dy _ (3)
ds By
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dz — B, (4)

ds

donde s es la variable que parametriza las lineas del campo
magnético B. En general estas ecuaciones son muy dificiles
de integrar y hay que recurrir a métodos numéricos para
describir las lineas magnéticas.

Introduzcamos a continuacion un modelo basico de hilos de
corriente en el cual pueden describirse completamente las
lineas magnéticas, pero que es lo suficientemente compli-
cado como para exhibir propiedades no triviales. La confi-
guracion C que consideramos consta de dos filamentos L, y
L,, donde el cable L, es rectilineo e infinito y el cable L, ¢s
una espira circular de radio unidad sobre un plano pcrpcn—
dicular a L, y cuyo centro estd en L, (véase figura 1(a)). E
conveniente elegir el sistema de courdcn.adan de tal furma
que L={x=y=0} y L,= ={x*+y*=1, z=0}. Asumimos
que dmbm cables conducen la misma (.OITILI‘IIC J. el hilo
L, en la direccion del vector unitario #. y el hilo L, en la
direccion del vector unitario axial . La ley de Biot-Savart
puede integrarse tanto para L, como para L,, dando sendos
campos B, y B,, lo cual permite calcular mediante el prin-
cipio de superposicion el campo total de la configuracion C' [9],
que expresado en coordenadas cilindricas (r, ¢, 2) tiene la
forma (modulo un factor z//47):

Bc_,(r'(f).z_) = [}1 (J‘.C/J.Z) 3 B:(r.é.ﬁ) (5)
_ 2 Al A ;] ©)
= +r 3z U, ar u:

donde I(r, z) es cierta funcién que se puede escribir expli-
citamente en términos de integrales elipticas de primera
y segunda especie, pero cuya expresion omitiremos por
sencillez.

Figura 1. Representaciones pictoricas de las configuraciones de hilos
C (a) y su version perturbada €, (b). Las direcciones de las corrientes
se marcan con flechas. Por clnndud, el valor de la perturbacion € se ha
magnificado en la figura,
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Un primer resultado importante que se sigue de la Ec. (6) es
que las lineas magnéticas estan confinadas en las superficies
de nivel /(r, z)=constante, las cuales son toros de revolu-
cion como muestra un andlisis mas detallado [9]. Las lineas
magnéticas del campo creado por L, son circulos alrededor
del eje z, mientras que las lineas creadas por la espira son
curvas cerradas alrededor de L, sobre las superficies de nivel de
l(r, 2). La suma de ambas contribuciones da lugar a las lincas
magnéticas de la configuracion total C, las cuales resultan
ser mucho mds complejas como veremos a continuacion.
Es conveniente trabajar con el campo X := L-B., que
es proporcional a Be y por tanto define las mismas lineas
magnéticas. Si denotamos por 7} y 7, los periodos (en el
parametro s) de las lincas magnéticas de =-B, y %Bg res-

. ol . - - -
pectivamente, se puede ver ficilmente que 7, =2z y T,=F(/)
para cierta funcion no constante F~ que depende de /(r, 2), y
cuya expresion explicita no es relevante. El nimero de rota-
cion w de X se define como

1 i ,__2?1’

L FlD);
y proporciona la informacion de cuando las lineas magné-
ticas son cerradas (si @ es un numero racional), y cuidndo
no se cierran nunca (si @ es un namero irracional). Como
este nimero solo depende de /, concluimos que sobre las

w:i=

i i 27
superficies magnéticas para las cuales F(I) = !—;q donde

p.q € Z, todas las lineas magnéticas son cerradas, pero el
resto de superficies magnéticas son recorridas por las lineas
magnéticas densamente, definiendo lo que se denominan
curvas cuasiperiodicas. Ademas. en las superficies magnéti-
cas en las que FT—,'— — -"2. las lineas magnéticas dan p vueltas
2

alrededor de la espira circular y ¢ vueltas alrededor del eje z
hasta que se cierran, y por tanto definen curvas cerradas no
triviales de tipo nudos toricos p—q.

La configuracion C, a pesar de ser muy sencilla, ilustra el
hecho de que las lincas magnéticas no son necesariamente
cerradas y que siendo cerradas pueden estar anudadas de
forma compleja. Una propiedad importante de esta configu-
racion es que posce simetria axial. Es de esperar que surjan
estructuras mas complicadas si se rompe dicha simetria,
como discutiremos en la siguiente seccion.

3. Perturbacion del modelo para obtener
campos magnéticos cadticos

Basandonos en el modelo deserito en la seceion anterior, es
relativamente sencillo construir nuevas configuraciones que
den lugar a campos magnéticos cadticos. Conviene especifi-
car qué se entiende por caos en este contexto. Dado que los
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campos magnéticos son solenoidales, no presentan regiones
de atraccion o repulsion de lineas magnéticas, por lo que
no existen atractores cadticos como el célebre atractor de
Lorenz. El caos al que nos referimos es lo que téenicamente
se denomina caos hamiltoniano [17] y estd asociado al com-
portamiento erratico de las lineas magnéticas, esto es. a lineas
confinadas en un conjunto compacto. que no son ni cerradas
ni cuasiperiodicas, y que pasan arbitrariamente cerca de todos
los puntos de dicho conjunto. Estas lineas. ademds, exhiben
una fuerte sensibilidad a las condiciones iniciales que se mani-
fiesta en que su maximo exponente de Lyapunov es positivo.
En este tipo de caos, las lineas cadticas conviven tipicamente
con regiones de estabilidad y con lineas cuasiperiodicas. como
veremos en los sistemas que se describen en esta seccion.
Consideremos un filamento L5 que conduce una intensidad
de corriente J y que se obtiene perturbando la espira L, para
romper la simetria axial. Con esta notacion y sin ser dema-
siado precisos, el pardmetro € representa la magnitud de la
perturbacion. Notese que por el momento no especificamos
la forma en que se perturba el hilo L,. La nueva configura-
cion C_ formada por L, y L5 origina un campo magnético
B que en general no puede calcularse analiticamente, pero
que se puede estudiar muy bien numéricamente.

Si € es suficientemente pequeno, es ficil ver usando la ley
de Biot-Savart [9] que el campo magnético no varia dema-
siado, esto es, B = B+ O(¢€). La propiedad interesante
es que esta pequeda variacion es suficiente para destruir las
lincas magnéticas cerradas de Be y muchas de las lineas
cuasiperiodicas, lo cual genera lineas cadticas para pertur-
baciones genéricas. La justificacion rigurosa de este feno-
meno hace uso de la teoria KAM v el teorema de Birkhoff-
Smale [18], lo cual excede los objetivos de este trabajo,

yim)

Figura 2. Secciones de Poincaré sobre el plano {x=0} del campo
magnético creado por la configuracion perturbada C, con €=0.05 (a)
y €=0.02 (b). En ambas figuras se indica el punto de interseccion del
cable circular perturbado L con el plano jx=0;.
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por lo que sugerimos al lector interesado que consulte la
referencia [9]. En su lugar, ilustraremos la aparicion del
caos mediante simulaciones numéricas sobre perturbaciones
concretas, aunque enfatizamos que se observan fendmenos
similares para cualesquiera otras perturbaciones que rompan
la axisimetria.

En primer lugar, consideremos una perturbacion particular-
mente sencilla en la que L5 se deforma mediante k oscila-
ciones sinusoidales de amplitud € en la direccion del eje z
(véase figura 1(b)). Para realizar las simulaciones numéricas
hemos tomado k=10 y €=0.05 y 0.02, y la corriente J=1
aunque desde un punto de vista cualitativo, los resultados son
independientes de la eleccion de J. El calculo numérico de las
lineas magnéticas requiere una doble integracion, por un lado
el calculo de la integral (1) de la ley de Biot-Savart para el
hilo L5 (que no se puede obtener de forma analitica explicita)
y por otro lado la integracion de las ecuaciones diferenciales
que definen las lineas magnéticas, véanse las Ecs. (2)-(4).
En las figuras 2(a) (e =0.05) y 2(b) (¢ =0.02) mostramos
los puntos de intersecciéon con el plano {x=0} de varias
lineas magnéticas integradas numéricamente mediante el
procedimiento anteriormente descrito (estas representacio-
nes, muy utiles en dindmica no lineal, se conocen como
secciones de Poincaré [17]). Se observa una region cao-
tica alrededor de LS5 (zona punteada) que contiene varias
islas KAM (regiones de estabilidad que contienen lineas
magnéticas cerradas) y varios toros KAM en el exterior
de la zona caotica. Hemos realizado todos los calculos en
sistema internacional, por lo que la unidad con la que estan
representados los ejes y y z en la figura es el metro. Puede
apreciarse que, sorprendentemente, el volumen ocupado por
la zona cadtica es muy extenso teniendo en cuenta que la
perturbacion aplicada es muy pequena. El volumen de esta
region disminuye a medida que la perturbacion € decrece
(comparense las figuras 2(a) y 2(b)), de tal forma que en el
limite € =0, recuperamos el modelo no perturbado, que no
es caotico. La diversa tipologia de lineas magnéticas presen-
tes en este sistema se ilustra en la figura 3, que representa
respectivamente una linea cerrada estable del interior de una
isla KAM, una linea cuasiperiddica también contenida en
dicha region, y una linea caotica.

Es importante observar que los campos magnéticos cadticos
no estdn asociados Unicamente a hilos eléctricos con curva-
tura (como es el caso del cable L5), sino que pueden crearse
usando configuraciones de corrientes rectilineas. El ejemplo
mas sencillo consiste en sustituir el hilo circular perturbado
L5 de la configuracion C,_ por una espira cuadrada. Dicho
sistema, que denotaremos mediante el simbolo €, puede
verse como una perturbacion (no pequeia) del modelo C que
rompe la simetria axial, y ha sido estudiado en detalle en [10].
El campo magnético B creado por esta configuracion puede
escribirse de forma explicita (la integral de Biot-Savart puede
expresarse en términos de funciones elementales). lo cual
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Figura 3. Representacion de tres tipos de lineas magnéticas presentes en el
sistema perturbado €, (véase la figura 1(b)) para €=0.05. De arriba abajo:
una linea periddica estable, una linea cuasiperiodica y una linea cadtica.
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un

Figura 4, Representacion de tres tipos de lineas magnéticas presentes
en el sistema C* (a) linea cuasiperiodica de gran amplitud: (b) linea cad-
tica; (¢) linea cuasiperiddica pegada a la espira cuadrada. Por claridad,
se han dibujado todos los cables asi como la direccion de las corrientes
que conducen (ver (¢)).
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simplifica el cdlculo numérico de las lineas magnéticas. En
la figura 4 mostramos distintos tipos de lineas magnéticas
que exhibe el campo B¢+ la linea que aparece en (a) es cua-
siperiddica y esta fundamentalmente influenciada por el hilo
infinito; las lineas magnéticas que estan influenciadas por los
dos cables de forma comparable son de tipo cadtico, véase (b),
mientras que cerca de la espira cuadrada las lineas son cuasi-
periddicas (c). El caos en este sistema es muy intenso, ya que
en las regiones caoticas no se aprecian islas de estabilidad y
el exponente de Lyapunov méaximo es muy alto.

Otras configuraciones de cables que dan lugar a campos mag-
néticos cadticos han sido recientemente estudiadas numéri-
camente por el equipo de M. Hosoda en Osaka [11,12],
incluyendo circuitos eléetricos que aparecen en aplicaciones
realistas, tales como televisores, teléfonos moviles u orde-
nadores [13]. Estos estudios tienen en cuenta los tamarios ¢
intensidades reales de los circuitos que suelen encontrarse en
los aparatos electronicos, asi como la pequena pero inevita-
ble contribucién del campo magnético terrestre, lo cual per-
mite concluir que los campos magnéticos cadticos ya forman
parte indisoluble del mundo tecnoldgico actual.

4. Conclusiones, complejidad en el
movimiento y futuras lineas de investigacion

En este articulo se han presentado configuraciones de
corriente muy sencillas que dan lugar a campos magnéticos
cadticos, en el sentido de que poseen lineas magnéticas
no cerradas que estan confinadas en regiones compactas y
que se comportan de forma errdtica conviviendo con lineas
periddicas y cuasiperiodicas. Estos resultados son puramen-
te teoricos, por lo que se plantea la necesidad de detectar
experimentalmente las lineas magnéticas cuasiperiodicas
y caoticas descritas en las secciones anteriores. La cons-
truccion experimental de circuitos de corriente que generan
campos cadticos no es problematica, ya que son configura-
ciones bastante elementales y no tienen por qué ser como
las descritas en este trabajo (por ejemplo, el cable infinito
puede sustituirse por una espira circular de radio mucho
mayor que la espira horizontal y el campo resultante sigue
siendo caotico). El principal problema consiste en disear
un instrumento, similar a un magnetémetro o brajula tridi-
mensional, que sea lo suficientemente preciso como para
poder seguir lineas magnéticas individuales en el espacio y
detectar si su comportamiento es regular o cadtico. Por el
momento ésta es una linea de investigacion completamente
abierta, por lo que cualquier contribucion seria bienvenida.
Una forma natural y quizas mas factible experimentalmente
de intentar detectar la complejidad de las lincas magnéticas es
introducir una particula cargada en el campo magnético crea-
do por la configuracion de estudio. y analizar el movimiento
de dicha carga. Lamentablemente se sabe muy poco de la
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conexion entre la complejidad del campo y la complejidad
del movimiento, por lo que no es claro que campos altamente
caoticos (como el de la configuracion C* descrita en la seccion 3)
generen movimientos especialmente complejos. De hecho, tal
conexion, de existir, es necesariamente sutil, como muestra
nuestro estudio llevado a cabo en [19]. En dicha referencia
se analiza el movimiento de una carga en presencia de tres
sistemas distintos: L,, L, y C (en la notacion de la seccion 2).
El movimiento en presencia del hilo infinito L, es integrable
(aparte de la energia, posee otras dos cantidades conservadas),
pero los movimientos resultan ser mucho mas complejos en
los otros dos casos. La simetria axial de la espira L, y del
sistema C (union de L, y L,) implica la existencia de una
cantidad conservada del movimiento adicional (momento
angular generalizado) en ambos sistemas, pero esto no es
suficiente para garantizar la integrabilidad. De hecho, los
estudios numéricos en [19] revelan que el movimiento en L,
y C es extraordinariamente complicado, exhibiendo las tipicas
secciones de Poincaré de sistemas cadticos, la existencia de
exponentes de Lyapunov maximos positivos y las habituales
cuencas fractales asociadas al scattering cactico. En particular,
no se observan diferencias muy significativas en la caoticidad
de ambos sistemas, a pesar de que las lineas magnéticas del
sistema C —cuasiperiodicas— son mas complejas que las del
sistema L, —periodicas— (aunque en ninguno de los dos casos
las lineas son caoticas). La conclusion preliminar es que cam-
pos magnéticos con lineas magnéticas muy sencillas ya son
capaces de originar movimientos cadticos, por lo que no es
claro como el movimiento de cargas podria discernir la natu-
raleza simple o compleja del campo magnético subyacente.
A pesar de las dificultades mencionadas en el parrafo ante-
rior, es fundamental comprender la accion de campos cadti-
cos sobre particulas cargadas para poder vislumbrar posibles
aplicaciones practicas de estos fenomenos. La comprension
de como afectan las lineas magnéticas caoticas a la materia
podria tener consecuencias relevantes en areas como la inge-
nieria eléctrica o la magnetobiologia, aunque por el momen-
to no podemos concluir nada en esta direccion, que requiere
estudios experimentales interdisciplinares muy elaborados.
El Dr. Nakamura, coautor de [11,12], afirma en [13] que “el
caos robusto podria ser bueno. Los campos magnéticos no
caoticos podrian ser tan fuertes que interrumpieran el flujo
de corriente en algunos puntos del filamento. Por el contra-
rio, el caos dispersaria el campo magnético macroscopico
garantizando la operatividad estable de instrumentos tecno-
logicos modernos™. Atendiendo a lo que hemos expuesto
anteriormente, nuestros resultados preliminares apuntan a
que no hay suficiente fundamento para este tipo de afirma-
ciones, ya que estamos lejos de entender en profundidad la
influencia de la naturaleza de las lineas sobre la naturaleza
de las trayectorias. Por todo esto, animamos desde aqui a los
lectores a estudiar un tema con fructiferas ramificaciones en
fisica tedrica, computacional y aplicada.
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