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1. Sistemas de coordenadas

Dependiendo de la geometria del problema se utilizard uno de los siguientes siste-
mas de coordenadas:

» Coordenadas cartesianas: (z,y, z).
= Coordenadas cilindricas: (p, ¢, z).
» Coordenadas esféricas: (1, 6, ¢).

1.1. Coordenadas cartesianas
A

A
dy
dz Un punto p genérico en coordenadas carte-
_ dx sianas se representa por:
p
P ? - P=2 Uy +yY Uy+2z- U,

A partir de la figura anterior, se pueden obtener los siguientes resultados.

— Diferencial de linea:
dZ:dx'ﬂx+dy-ﬂy+dz-ﬂz.

— Diferencial de superficie:

7z =cte.: ds = dzxdy - u,, <’7

=y =cte.:ds = dxdz - Uy,

n g =cte.: ds = dydz - uy. ‘ﬂy

dx

— Diferencial de volumen:
dv = dxdydz.



1.2. Coordenadas cilindricas

Un punto p genérico en coordenadas cilin-
dricas se representa por:

Ty ﬁ:p'ﬂp+¢'ﬂ¢+z'ﬂza
D Up donde:
Ty 0< p <oo
0< ¢ <2m,
-0 < z Loo.

La relacién entre las coordenadas cilindricas y cartesianas de un punto p puede
obtenerse en el plano XY

»Y
_ De la figura de la izquierda puede extraerse
x Ug L
/ facilmente que:
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, | o, 7,
Y i - T = p-coso,
Uy : Yy = p-seno.
y teniendo en cuenta que z = z se llega a:
\/
X
T = p-Ccosq,
y=p-seng,
z=2z.
. . . Z
— Diferencial de linea: A
dl=dp-u,+ pdg Uy + dz - Us.
. . dp
— Diferencial de superficie: y .,
ao g 7/ 2z
» p=cte. ds= pdpdz -, P S 7. do
m ¢ =cte.. ds=dpdz-uy, ;
" z=cte: ds= pdpd¢ .. Y

— Diferencial de volumen:

dv = pdpdodz.



1.2.1. Cambio de coordenadas cilindricas-cartesianas

Para cambiar de coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas, y viceversa, es
necesario relacionar los vectores directores de cada sistema de coordenadas. A partir

de la siguiente figura

»Y

\
X

se pueden obtener las siguientes relaciones:

CILINDRICAS-CARTESIANAS

Uy = COS @ - Uy + SEN @ - Uy,

Ugp = —Sen @ - Uy + COS ¢ - Uy
Uy = Uy
DP=0ap Up+ap- -Up+a, U,
=a, (cos¢ - Uy +send - uy) +
+ ag (—sen¢ - Uy + cos ¢ - Uy)
+a,- u, =
= (a, - cosp — ay - sen @) Uy +
[e%3
+ (a, - sen ¢ + ag - cos @) Uy +
ay
+ a; U
~~
az
Qg cos¢p —sen¢ 0 ap
ay | = | sen¢ cos¢p 0 || ag
a, 0 0 1 a,

CARTESIANAS-CILINDRICAS

x = COSQ U, —Sen ¢ - Uy
Uy = sen¢ - U, + cos ¢ - Uy

z = Uz

D=0z Uy + Oy Uy + Gy - U,
=ay (cos¢ - U, —sen¢ - Uy) +
+ ay (sen ¢ - U, + cos ¢ - Ug)
+a; -u, =

= (ag - cos ¢ + a, - sen @) u,+

Qp

+ (—ay - sen ¢ + ay - cos @) Uy+

ag
+ a, -u,
~—
az
ap cos¢ sen¢ 0 Gy
ag | = | —sen¢ cos¢p 0 |- | ay
ay 0 0 1 ay

'Noétese que, para evitar confusiones con las variables que determinan los sistemas de coordenadas
cartesiano (z,y, z) y cilindrico (p, ¢, z), los coeficientes que multiplican a los vectores directores se han
sustituido por (ax, ay,az) y (ap, ag, a-) en cada sistema de coordenadas respectivamente.



1.3. Coordenadas esféricas

Un punto p genérico en coordena-
das esféricas se representa por:

D=7 U+ 0 Uy + ¢ Uy,

donde:
0< r <oo,
0< 0 <m,
0< ¢ <2m.

La relacion entre las coordenadas esféricas y cartesianas de un punto p se obtiene

en los planos Zpy XY
A ﬂZ ﬂr
0
_________________ U
! Ug
2 |
S
0 :
: >
5 P
z=rcosb,
p=rsend.

Relacionando ambos resultados se llega a:

—Y
X Q 0 i ﬂ¢
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ye) a,
Yy o a,
M
X
T = pcos @,
Yy = psen .

z =1rcosf.

x = rsenf cos @,

y = rsenfsen ¢,




Sean las figuras:

Y

N

I d(f)

0
Jpd¢ '

~.df

\
X >0

que representan una variacion lineal infinitesinal en cada una de las direcciones del
sistema de coordenadas esférico. Teniendo en cuenta que pd¢ = rsen 0d¢ se cumplen
las siguientes relaciones.

— Diferencial de linea:

dl = dr -, + rd - U + rsen 0de - Uy.

— Diferencial de superficie:

r=cte: ds=r’sen6dfds -y,
0 = cte.:. ds=rsenfdrde - uy,
¢ =cte: ds = rdrdf - uy.

— Diferencial de volumen:
dv = 2 sen Odrdde.



1.3.1.

Cambio de coordenadas esféricas-cilindricas

La relacién entre los vectores directores de los sistemas de coordenadas esférico y
cilindrico se puede obtener a partir de la siguiente figura

A sz
————————————————— . H,IL/)
: Up
z i
’ >
; p
ESFERICAS A CILINDRICAS CILINDRICAS A ESFERICAS
u, = cosf -u, +send -u, U, = cos 0 - up + sen 6 - u,
Up = —send -u, + cost - u, u, = —senf - ug + cosb - u,
Uy = Ug Ug = Ugp
P=a, U +ag-Tg+ay Ty = D=0y, Tp+ag-Ty+a, -, =
=a, (cosf - U, +senf -u,) + = a, (cosO - g +sen b - u,) +
+ap (—senf - u, + cos b - u,) +ag - Uy
+ap Uy = +a,(—senf -ug+cosb-u,) =
= (ar -senf + ag - cos0) -u,+ = (a, -senf + a, - cos0) -u,+
ap ar
+ ag Ut + (ap - cos@ — a - sen ) up+
~— ~
ag ag
+ (ar - cosf — ag - sen 0) u. + ag Uy
az ag¢
senf cosf O ar ar senf 0 cosf ap
= 0 0 1 ag ag | = | cos@ 0 —senb ag
cos) —senf 0 ag ag 0 1 0 a,




1.3.2. Cambio de coordenadas esféricas-cartesianas

Para relacionar los vectores directores de los sistemas de coordenadas esférico y car-
tesiano se hace necesario el paso intermedio que relaciona los sistemas de coordenadas

esférico y cilindrico.

ESFERICAS A CARTESIANAS

Obteniéndose de la siguiente figura

=<

que:

Uy = COS @ - Uy + SN @ - Uy,

Up = —SEN @ - Uy + COS @ - Uy,

y sabiendo que:

U, = cost -u, +senb - u,
ug = —senf -u, +cosb - u,

U¢ZU¢

tal y como se demostré en la seccion 1.3.1, entonces, sustituyendo el primer sistema de

ecuaciones en el segundo, se tiene que:

U, = cosf -, +send - (cos - Uy + sen ¢ - uy)

Ug = —send - U, 4+ cosf - (cos ¢ - Uy +sen ¢ - uy)

Up = (—sen ¢ - Uy + cos ¢ - Uy)

y reagrupando términos:

Up = —Sen ¢ - Uy + COS @ - Uy,

Definiendo p = a, - @, + ag - Ug + a4 - Uy, entonces:

U, = senf cos ¢ - U, +senfsen¢ - Uy + cos - u,

Uy = costlcos ¢ - U, +cosfsen¢ - Uy —send - u,



D=0p U+ a9 Uy + Ay - Up =
= a, (senf cos ¢ - U, +senfsen¢ - u, + cosb - u;)+
+ ag (cosf cos ¢ - U, + cosfsen¢ -, —senb - u,) +
+ ay (—sen¢ - Uy, + cos ¢ - Uy) =
= (a, -senfcos ¢ + ag - cos O cos ¢ — ay - sen @) -Uy+

QA
+ (a, - sen@sen ¢ + ag - cos Osen ¢ + ag - cos @) Ty +

NV
ay

+ (a, - cos — ag - senf) u,+

az

Qg senflcos¢p cosfcos¢p —seno ar
ay | = | senflsen¢ cosflsen¢ cos¢ | ag
a, cos —senf 0 ag

CARTESIANAS-ESFERICAS

Siguiendo un procedimiento analogo al presentado anteriormente y partiendo de

D=ag Uy + Qy - Uy + az - Uy,

se llega a:
ar senfcos¢p senfsen¢p cosf Qg
ag | = | cosfcosp cosfseng —senf | - | ay
ag —sen ¢ cos ¢ 0 a




