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Capitulo 1

Escalares y vectores

1.1. Magnitudes escalares y vectoriales.

Se dice que una magnitud es escalar cuando queda completamente definida por su valor numérico
seguido de la unidad en la que se representa dicho valor (salvo en magnitudes adimensionales, donde basta
el valor numérico). Ejemplos de magnitudes escales son la temperatura, la masa, etc ...

Se dice que una magnitud es vectorial cuando ademas de su valor escalar es necesario conocer la direc-
cién y sentido en los que actia. Ejemplos de magnitudes vectoriales son la velocidad, la fuerza, la acelera-
cién ...

1.2. Vectores libres. Equipolencia. Operaciones con vectores libres.

Denominamos vector libre a un ente geométrico caracterizado por su médulo (valor absoluto numérico),
direccién y sentido.

Decimos que dos vectores son equipolentes si ambos tienen el mismo mdédulo, direccién y sentido,
independientemente de su punto de aplicacion. Las magnitudes fisicas representadas por un vector libre son
invariantes frente a las transformaciones que conservan el médulo, la direccién y el sentido del vector.

a+b

a—b

Figura 1-1: Suma y resta de vectores. La suma se puede realizar graficamente mediante el paralelepipedo
de lados los dos vectores con el mismo origen, o colocando cada uno de los vectores a continuacién del
otro.

La relacién de equipolencia permite definir la suma de dos vectores, véase la figura 1-1 pra su forma
grafica. Esta suma satisface la propiedad conmutativa a + b=b+a y la propiedad asociativa @ + b+¢c=
(@+ l;) + & En la suma de dos vectores se admite la existencia del elemento neutro, un vector 0 tal que
@+ 0 = @y la existencia del elemento simétrico o inverso, un vector —a tal que @+ (—a) = 0. La existencia
de este elemento inverso permite definir la resta de dos vectores como la suma de un vector con el inverso
del otro, @ — b = @ + (—b).

También se define el producto Aa de un escalar (nimero real, A € R) por un vector libre como un vector
de igual direccion que @, médulo A veces mayor y sentido el mismo de @ si A es positivo y el contrario si es
negativo. Este producto tiene las siguientes propiedades,

e Distributiva respecto de la suma de escalares: (o + )d =
+b) =

e Distributiva respecto de la suma de vectores: \(a
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e Asociativa respecto de los escalares: (af)d = a(Ba).
e Admite la existencia del elemento neutro del espacio de los niimeros reales 1 a = a.

Se define un vector unitario o versor u como un vector de médulo unidad. Como cualquier vector puede
escribirse en la forma @ = aw, donde a es su médulo y i, un vector unitario en la direccién y sentido
del mismo, el vector unitario i, siempre puede obtenerse como el cociente entre el vector y su médulo
U = d/a.

1.2.1. Representacion analitica de un vector.

Dados tres vectores 1, s y @3 no coplanarios y un vector @ cualquiera, existe un tnico conjunto de
ndmeros reales a1, as y ag tales que se cumple @ = aju; + astls + asis. Si los vectores 1, 12’2 y Us
son los tres vectores unltarlos en el sentido positivo de un sistema de referencia cartesiano (u; = i = = Uy,
Uy = j = Uy y U3 = k= i), la terna ay, ag, ag proporciona las proyecciones del vector @ sobre dichos
ejes cartesianos.

1.2.2. Cosenos directores de un vector.

Los cosenos directores son los cosenos de los dangulos que forma el vector con las direcciones positivas
de los ejes cartesianos. Coinciden con las componentes de un vector unitario con la misma direccién y

z

Oy

X

Figura 1-2: Los cosenos directores de un vector @ son los cosenos de los dngulos que éste forma con las
direcciones positivas de los ejes cartesianos.

sentido que el vector @ analizado
Ug = COS Qizliy + COS Quylly + COS Qv 1, (1-1)
quedando el vector @ como

a = |d|tag = atl, = a(cos oy iy, + COS aytly + €OS a1 ) (1-2)

en funcién de los cosenos directores.

1.2.3. Producto escalar de dos vectores.

Se define el producto escalar de dos vectores como un escalar cuyo valor es el producto de los mdédulos
de dichos vectores por el coseno del dngulo formado por los mismos,

ab = |Ei||5| COS gy = ab cos gy (1-3)

El producto escalar de dos vectores satisface las siguientes propiedades,
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b

Aab

a

Figura 1-3: Se define el producto escalar de dos vectores @ y b que forman un angulo g, como @b =
ab cos agp.

e Propiedad conmutativa, ab = bd

e Propiedad distributiva respecto de la suma, a(b +

&

(b+@) =ab+
e Si A es un nimero real (A € R), se cumple \(@b) = (A@)b =

La expresion analitica del producto escalar de dos vectores en un sistema de referencia cartesiano es

b = azby + ayby, + asb,. (1-4)
Si los vectores @ y b son perpendiculares se cumple ab = ]d’Hg\ cosag, = 0y por tanto, la condicion
analitica de perpendicularidad es

azby + ayby +a,b, =0 (1-5)

1.2.4. Producto vectorial de dos vectores.

Se define el producto vectorial @ x b de dos vectores @ y b como un vector (véase la figura 1-4) con las
siguientes caracteristicas

ol

S

ST

Figura 1-4: Producto vectorial ¢ de dos vectores @ y b.

o Mddulo: || = |@ x b| = |@||b] sen avgp (0 < ag < m). Obsérvese que el moédulo del producto
vectorial es el drea del paralelogramo descrito por los dos vectores (o el doble del drea del tridngulo
formado por los mismos), véase la figura 1-5.

e Direccion: Perpendicular al plano definido por los dos vectores @ y b.

e Sentido: El del avance del tornillo (o sacacorchos) al girar el vector @ hacia el vector b por el camino
mds corto.

El producto vectorial tiene las siguientes propiedades,
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ST

Figura 1-5: El drea (generalizada) del paralelogramo definido por los dos vectores es el médulo del
producto vectorial.

e Anticonmutativa: @ x b = —b x a. El producto vectorial no satisface la propiedad conmutativa.
e Propiedad distributiva respecto de la suma: @ x (b+ &) = @b + ac.
e Si A es un nimero real (A € R), se cumple A\(@ x b) = (A@) x b= a x (A\b)
En un sistema de coordenadas cartesiano, la expresion analitica del producto vectorial viene dada por el
desarrollo del determinante

7k
axb=1|a, ay a, |- (1-6)
by by, b,
Si los dos vectores a@ y b son paralelos, se cumple
L 7 ap Ay Az
Xxb=20 = —_ = = = — 1-7
¢ b, b, b (="

que es la condicion analitica de paralelismo. Nétese que esto era de esperar ya que si ambos vectores son
paralelos sus componentes deben ser necesariamente proporcionales.
1.2.5. Producto mixto y doble producto vectorial de tres vectores.

El producto mixto de tres vectores @(b x €) es un escalar que geométricamente representa el volumen del
paralalepipedo generado por los tres vectores como lados. Su expresion analitica en coordenadas cartesianas

Figura 1-6: Producto mixto &'(5 x €). Su valor representa geométricamente el volumen del paralalepipedo
que tiene como lados los tres vectores.

viene dada por el desarrollo del determinante

B az Gy a,
A(bx )= by by b, (1-8)

Cz Cy C
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Considerando la interpretacién geométrica del producto mixto o las propiedades de los determinantes puede
verse que se cumple

x b) = b(€ x @) (1-9)

ISI

(b x &) =&
El doble producto vectorial es @ X (5 x €) y puede demostrarse que cumple la relacion

@ x (b x &) =b(a) — &ab) (1-10)

1.3. Aplicaciones de los productos escalar y vectorial.

1.3.1. [Ecuacion de una recta que pasa por un punto y es paralela a un vector.

Queremos obtener la ecuacion de una recta que pasa por
un punto Pg(xo, yo,20) y es paralela a un vector @
- azi + ayf + aZE. Esta recta serd el lugar geométrico de

/ los puntos P(z, y, z) tales que el vector PoP es paralelo
- a al vector @ conocido.
- Para ello debe cumplirse que el producto vectorial entre
P(x,y,2) .-~ ambos vectores sea nulo, @ X P(;P = 0, resultando la
ecuacion de la recta deseada

P ) ; /
O(JUO?JOZO)/\ T—To Y—Yo Z— 20 (1-11)
x

Qg ay a,

o dicho con otras palabras, las componentes de los vecto-
res PoP y @ son proporcionales al ser éstos paralelos.

1.3.2. [Ecuacién de una recta que pasa por dos puntos.

Consideremos los dos puntos Pi(z1,y1,21)

o P Pa(x2,y2,22) por los que debe pasar la recta cuya
e /0/1; (z,,7) ecuacién queremos obtener.
P Esta ecuacion serd el lugar geométrico de los puntos
-7 P(z,y, z) del espacio tales que los vectores PP y P,P
Pi(@, yl’/z/l/)/ P2 (f2, ya, 22) sean paralelos entre si y al vector PP, por lo que debe
-7 cumplirse PLP x PP = PLP X P\ Py = PP x P\ P =
0, quedando

y = =
T2 — X1 Y2 — 1 zZ2 — 21

/\ #r= T Y= z— 2 (1-12)

Los vectores PfP y Pl_Pg (y también P;P) tienen
componentes proporcionales al ser paralelos.
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1.3.3. Proyeccion de un vector @ sobre una direccion genérica A.

Consideremos un cierto vector genérico @ y una direc-
ci6én genérica A definida por un vector unitario . Si el
angulo que forman el vector y la direccion considerada
es «, la componente del vector en la direccion dada serd,
como es sabido, a cos .

Consideremos ahora el producto escalar del vector @ por
el vector unitario en la direccién considerada. Como el
modulo del vector unitario es precisamente la unidad, se
tiene

aip = |d||ia|cosa = acosa, (1-13)

el valor de la proyeccion. Asi, El producto escalar de
un vector @ por un vector unitario en una direccién nos
proporciona la componente del vector @ segin esa direc-
cion.

1.3.4. Ecuacion de un plano que contiene un punto y es perpendicular a un vector.

P(xy, 2) \ y
/ Po(xo; Y0, 20)

Consideremos un cierto plano 7 del que sabemos que
contiene un punto Py (zo, yo, 20) y que es perpendicular
al vector @ = ayi + ayj—k azE.

El plano buscado sera el lugar geométrico de los puntos
P(xz,y,z) del espacio para los cuales el vector PoP
es perpendicular al vector @ conocido. Para ello debe
cumplirse que el producto escalar de ambos vectores sea
nulo, @- PoP = 0, lo que permite obtener la ecuacién del
plano buscado

az(x —xo) +b(y —yo) + 2(z — 20) = 0. (1-14)



Capitulo 2

Campos escalares y vectoriales

2.1. Campos escalares y vectoriales.

Sea una magnitud escalar f cuya dependencia de las coordenadas espaciales y del tiempo puede expre-
sarse mediante una funcién de la forma f(7,t), que establece un valor de f en cada punto del espacio e
instante de tiempo. En este caso se dice que la funcién f(7,t) define un campo escalar. La temperatura es
un ejemplo de magnitud fisica que se representa por un campo escalar. La presién en el interior de un fluido
es otro ejemplo de campo escalar.

Se denomina superficie equiescalar o de nivel al lugar geométrico de los puntos del espacio en los
que f tiene el mismo valor en un determinado instante de tiempo. La variacién mas rapida de f tiene
lugar en la direccién perpendicular a la superficie equiescalar, mientras que en direcciones sobre la misma
superficie seria nula y en otras direcciones seria mds lenta. Dos superficies equiescalares distintas nunca
pueden cortarse, ya que de hacerlo el valor de la funcién escalar no estaria definido en la linea de corte.

La definicidn de un campo vectorial seria similar a la de un campo escalar, pero con una funcién vectorial
G (7, t). Por ejemplo, la velocidad de un fluido en cada punto se representa mediante un campo vectorial de
velocidades. El campo eléctrico y el campo magnético son también ejemplos de campos vectoriales.

NS - 2\
/\/\//\7‘1,&2/\
///frz§\_4\>;
///f»z§$\\

oA 2 7 7 5 > N

l

\

— =1 . 2 kd i e =1

Figura 2-1: Ejemplo de campo vectorial

Para un campo vectorial, se definen las lineas de campo como un conjunto de lineas que son tangentes
en cada punto al vector G del campo vectorial. Matematicamente esto implica que debe cumplirse

dy _ Gy )

dr Gy

dz G, de dy dz

& G (TG G G @
& _ G,

dy Gy

que es un sistema de ecuaciones diferenciales que integradas (puede ser dificil) dan las lineas de campo.
Como consecuencia de la definicién de lineas de campo, éstas no se pueden cortar ya que de hacerlo, el
campo no estarfa univocamente definido en el punto de corte.

7
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Un campo, tanto escalar como vectorial, puede ser estacionario si su magnitud (o sus componentes,
para un campo vectorial) no dependen del tiempo, y no estacionario en caso contrario. Asimismo, decimos
que un campo es uniforme cuando su valor (médulo, direccién y sentido para los campos vectoriales) es el
mismo en todos los puntos del espacio y no uniforme en caso contrario.

2.2. Gradiente de un campo escalar.

Consideremos un campo escalar f(7,¢) y dos superficies equiescalares proximas correspondientes a
valores del campo escalar que difieren en df, separadas por una distancia dn en la direccién dri perpendicular
a la superficie equiescalar y por una distancia dl en otra direccién genérica dl que forma un dngulo ¢ con la
normal a la superficie equiescalar, como se muestra en la figura 2-2.

La variacion relativa de f en esta direccion genérica vendra dada por

4t
dl

que serd nula si ésta direccién es tangente a la superficie equiescalar y méxima si es perpendicular a la
misma, teniendo distintos valores en otros casos. Como la variacion relativa en cualquier direccion tangente
a la superficie equiescalar es nula, en la direccién perpendicular se tiene

daf _ of
dn  On’

foovr+df

Figura 2-2: Variacién de un campo escalar entre dos superficies equiescalares para dos direcciones, una de
ellas perpendicular a la superficie.

Definimos el gradiente de un campo escalar en un punto como un vector cuya magnitud representa la
maxima variacion relativa del campo escalar en el entorno de ese punto, dirigido en la direccién y sentido
del aumento mds rdpido del campo,

5. df of
Vf=—u,=—"1u,.
dn "  On "
Como dn es la proyeccién de dl sobre la direcciéon perpendicular a las superficies equiescalares, dn =
dl cos 8, donde a su vez cos 6 = 1, i,

G _drdn_df
dl  dndl  dn

(2-2)

wz%@@zﬁﬂ%
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por lo que se tiene
ﬁ:ﬁﬂmmzﬁﬂm
Por otra parte, desarrollando en serie la funcion f se tiene

f of of <af af of

df = d + ——dy+ =dz o1’ 9y’ 02 >(dac dy,dz) (2-3)

oy 0z
donde dl = (dz,dy,dz), y comparando con la expresion anterior se tiene que el gradiente de un campo
escalar f es, en coordenadas cartesianas, de la forma

0fg + g Ofa
VA
f= oz oy Jy Wz
Para obtener la expresion del gradiente en coordenadas cilindricas (p, ¢, z) se hace un desarrollo similar a
(2-3) pero en coordenadas cilindricas,
of 10f 0
7 =Lap a5 0, < f 1of of

d + ?dqb + = aip’ ;%, ag) (dp, Td(b, dZ) (2—5)

que, como dl = (dp, rde, dz), nos da la expresion del gradiente en coordenadas cilindricas,

of . lc‘)fﬂ of .
= ot st o @5

De forma similar se procede para obtener la expresion del gradiente en coordenadas esféricas (r, 0, ¢),
partiendo del desarrollo

of

(2-4)

d+iw+%m (

que, como dl = (dr,rdf,r sen 0d¢), nos da la expresion del gradiente en coordenadas esféricas,
0 f 19f 1 of
v — Y —b —b U= —
F=g 0t 89 rsenf ¢ e
Notese que para que las expresiones que aparecen en (2-5) y (2-7) sean iguales a los productos escalares es

necesario que las direcciones de los vectores unitarios basicos del sistema de referencia coincidan para los
dos vectores, lo que ocurre al estar ambos vectores aplicados en el mismo punto.

of 10f 1 9f

df = or’r 00 rsenf 00

> (dr,rdo,rsen 0de) 2-7

(2-8)

2.3. Flujo y divergencia de un campo vectorial.

2.3.1. Flujo de un campo vectorial.

Ya hemos visto el concepto de linea de campo. Cuando se representa graficamente un campo vectorial
la intensidad del campo en un punto dado se relaciona de forma cualitativa con una especie de “densidad de
lineas de campo” en una zona del espacio, de forma que éstas se representan mas proximas en las zonas en las
que el campo es mds intenso y mas separadas en las zonas en las que es menos intenso. Andlogamente ocurre
con el concepto cualitativo de “niimero de lineas de campo’ que atraviesan una superficie dada perpendicular
al campo en ese punto. De forma cuantitativa, esto se caracteriza matematicamente para cualquier superficie
a través del denominado flujo del campo vectorial a través de la superficie,

_ / Gds. (2-9)
S

Para una superficie cerrada S (con dS apuntando hacia fuera en cada superficie infinitesimal) el flujo serd
positivo si hay una salida neta de lineas de campo (es decir, hay una fuente de campo en el interior) y
negativo si hay una entrada neta de lineas de campo en el interior (es decir, hay un sumidero de campo).
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2.3.2. Divergencia de un campo vectorial.

Si tomamos un elemento de volumen infinitesimal, se define la divergencia de un campo vectorial G en
un punto como el flujo neto por unidad de volumen del campo vectorial en torno a ese punto,

L. 1 . - d —
= lim — — 2-1
VG AII/EO AV SGdS v P GdS (2-10)

y es una magnitud escalar.

2.3.3. Expresion de la divergencia en distintos sistemas de coordenadas.

Para calcular la expresion de la divergencia en coordenadas cartesianas consideraremos el elemento
de volumen prismatico infinitesimal que se muestra en la figura 2-3, con aristas orientadas segtn los ejes
coordenados, y calcularemos el flujo neto del campo vectorial G a través de la superficie cerrada que lo
encierra. Este flujo serd la suma de los flujos a través de cada una de las caras de esta superficie cerrada.

Figura 2-3: Célculo del flujo de un campo vectorial a través de un elemento prismadtico infinitesimal con
caras perpendiculares a los ejes coordenados.

Para un campo vectorial de componentes positivas’, el flujo serd negativo (entrante) a través de las caras
hacia la parte negativa del eje y positivo (saliente) a través de las caras hacia la parte positiva del eje, con el
criterio comun de considerar positivo al flujo saliente y negativo al entrante.

Si el prisma infinitesimal esta centrado en (x, y, ), los flujos infinitesimales a través de las caras que se
encuentran sobre x — dz /2 y sobre = + dx /2 son, desarrollando en serie en torno a su valor en (z,y, z), de
la forma

d®(z — 3dz) = d®(z) — o o

00 ds
ox 2

)
0P du {Gm — 0G, % dZL‘:| dydz

d®(z + 3dx) = d®(z) + = {Gm + aan 1 dm} dydz

X

—

cond®(z) =G dgyz = (ydydz. El flujo neto a través de las caras perpendiculares al eje y serd
~0G,
- Oz

fque es lo que tomaremos por omisién, si alguna no lo es el correspondiente cambio de signo se verd automaticamente reflejado.

APy, = d®(x + Ldz) — d®(x — Ldu) drdydz, (2-11a)
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obteniéndose expresiones similares para el flujo neto d®., a través de las caras perpendiculares al eje y y
para el flujo neto d®., a través de las caras perpendiculares al eje z,

aG,

sy = d(y + 3dy) = dB(y = 3dy) = 5% dvdydz (2-11b)
Ady, = d®(z + %dz) —d®(z — %dz) — % dxdydz. (2-11c¢)

Asi, el flujo del campo vectorial G a través de toda la superficie cerrada d.S que contiene el prisma es

oG, 0G, 0G,
+ =2+

o = 2-12
d o By 5, dxdydz, ( )

que a partir de la definicién de divergencia (2—10) nos da la expresion de la misma en coordenadas cartesia-
nas,

> - 0G, 0G 0G.,
VG = Y )
ox + oy i 0z
Para obtener la expresion de la divergencia en coordenadas cilindricas se harfa un célculo similar al
anterior para el elemento de volumen infinitesimal natural en coordenadas cilindricas dV = pdpd@dz, con
superficies infinitesimales d.S, = pd¢dz, dSy = dpdz y dS. = pdpdp, obteniéndose
SE——— 190Gy  0G,
VG = ——(pG -
y lo mismo para obtener la expresién de la divergencia en coordenadas esféricas, con un elemento natural
de volumen infinitesimal dV = r?sen fdrdfde y superficies elementales dS, = rdfrsenfdep, dSy =
drsenfd¢y dSy = drrdf, quedando como resultado

(2-13a)

(2-13b)

1 0 0G,
rsen 0 %(Ge senf) + 0z

(2-13c)

2.3.4. Teorema de Gauss-Ostrogradski o de la divergencia.

Consideremos ahora un volumen finito V' limitado por una superficie cerrada S como se muestra en
la figura 24, y dentro de ese volumen dos elementos infinitesimales contiguos con una superficie comun,
cada uno de ellos de volumen dV' y limitado por una superficie cerrada dS, de forma que la ecuacion (2—-10)
aplicada a cada uno de ellos es de la forma

VGdV = ¢ GdS
dS
Al sumar las dos expresiones, en la parte que corresponde al flujo se cancelard el flujo a través de la cara
comun, ya que lo que para un elemento es positivo para el otro serd negativo, con ambos flujos de la misma
magnitud. Asi, quedaria el flujo a través de la superficie que encierra a los dos elementos.

Si ahora consideramos los elementos infinitesimales que forman un volumen finito, aplicamos la ecua-
ci6én anterior a cada uno de ellos y sumamos, en el flujo resultante nos quedard tnicamente el flujo a través
de la superficie externa, ya que por la misma razén que antes, los flujos a través de las caras contiguas se
cancelardn dos a dos. Asi, integrando a todo el volumen se obtiene la expresion

/ VGV = 7{ GdS (2-14)
1% S

conocida como teorema de Gauss-Ostrogradski o teorema de la divergencia, que se aplica a cualquier
volumen V' limitado por una superficie cerrada S'
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Figura 2—4: Célculo del flujo neto a través de dos elementos prismaticos infinitesimales de un cierto volu-
men V encerrado por una superficie S. El flujo a través de la superficie compartida tiene el mismo valor y
distinto signo para los dos elementos, por lo que se cancela en la suma.

El flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada S que delimita una region del
espacio de volumen V' es igual a la integral de volumen de la divergencia del campo vectorial
sobre el volumen V' de la region.

2.4. Circulacion y rotacional de un campo vectorial.

2.4.1. Circulaciéon de un campo vectorial.

Se define la circulacion de un campo vectorial G entre los puntos Ay B alo largo de una trayectoria dada
como la integral a lo largo de la trayectoria de la componente del campo vectorial tangente a la trayectoria
en cada punto. Nétese que la circulacion es una magnitud escalar y que en general depende de la trayectoria.
Su expresion matematica es

B
Circ-/ Gdl. (2-15)
A

Si G fuera una fuerza, la circulacién representaria el trabajo realizado por el campo de fuerzas al mover un
objeto a lo largo de la trayectoria entre los dos puntos dados. Si G fuera la intensidad del campo eléctrico
E, representaria la diferencia de potencial entre los puntos.

Hemos visto que la divergencia de un campo vectorial V@ es una medida del flujo neto en el entorno de
un punto, que nos refleja si hay una fuente o sumidero de flujo. Igualmente podriamos hablar de una “fuente
de vortice” que nos representa un giro del campo vectorial en el entorno de ese punto. Para caracterizar este
vortice utilizaremos la circulacion del campo vectorial a lo largo de una trayectoria cerrada,

Circ = 7{ Gdl (2-16)

Al igual que para una trayectoria no cerrada, si G fuera una fuerza o la intensidad del campo eléctrico,
la circulacion a través de una trayectoria cerrada representaria respectivamente el trabajo realizado por el
campo de fuerzas sobre una masa o la fuerza electromotriz inducida, en ambos casos a lo largo de la trayec-
toria cerrada, Si G fuera la velocidad @ de movimiento del agua, representaria la componente rotacional
del movimiento del agua. Nétese que es posible que la circulacién del campo vectorial a lo largo de la
trayectoria cerrada sea no nula aunque la divergencia lo sea.
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(a) Y (b) Y
| - // x
— /
// T~
VG £0 /\\ VG0 K N
VxG=0 VxG#0
(© y (d)
//-s _— s — ——
. \ z
\ J
\//
?@30 T ?é:ﬁ
VxG#£0 VxG#0

Figura 2-5: Ejemplos de campos vectoriales con distintas posibilidades de divergencia y rotacional. Un
campo vectorial uniforme tendria, evidentemente, divergencia y rotacional nulos.

2.4.2. Rotacional de un campo vectorial.

Si tomamos un pequefio elemento de volumen V', limitado por una superficie cerrada S, se define el
rotacional de un campo vectorial en un punto como el flujo del producto vectorial del vector superficie por
el campo a través de una superficie cerrada S en torno al punto, cuando S tiende a 0,

L ) 1 . . d L.
VxG—Al‘l/nioAvjideG—WéstxG, 2-17)
con la normal a la superficie hacia fuera. Como se ve, esta definicién es muy parecida a la definicién de
divergencia, pero para el producto vectorial dS x G en vez de para el producto escalar GdsS.

Esta definicién es util para obtener la forma explicita del rotacional en distintos sistemas de coordenadas,
pero en general es més til definir el rotacional como un vector cuya componente en una direccion genérica
A (dada por un vector unitario @ , ) viene dada por

(ﬁx@A:WxémA:JLfQﬁf (2-18)
dSa Js,

donde S, representa una superficie plana perpendicular a la direccién A y el sentido de recorrido es el
positivo respecto del sentido elegido para el vector unitario .

Ambas definiciones, (2—17) y (2—18) son completamente equivalentes. Para comprobarlo, tomariamos
un elemento de volumen con dos caras perpendiculares a la direccion A y una franja estrecha perpendicular
a las anteriores en las otras direcciones, de espesor db, como se muestra en la figura 2-6 de forma que
podamos considerar que el campo apenas varia en una linea perpendicular que une las dos caras. Podemos
escoger este elemento de volumen porque la definicion (2—17) es independiente de la forma del volumen.
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Figura 2-6: Equivalencia entre las dos definiciones de rotacional utilizando una superficie especial. Para
las caras superior e inferior, el producto vectorial dS x @ A estd sobre la superficie perpendicular a i 5 , por
lo que no tiene componente sobre esa direccion y inicamente queda la contribucion de la estrecha franja
transversal. Nétese que el vector dl estd en la direccién del producto vectorial ds x i A-

Sobre las dos superficies perpendiculares a la direcciéon A se cumple que dS x G es paralelo a la super-
ficie, luego no tiene componente en la direccion perpendicular A. Asf, quedaria inicamente la componente
segin A del flujo de dS x G a través de la superficie lateral. Como se aprecia en la figura, @ = 5 X g
y, podemos escribir la componente segiin A del flujo de dS x G a través de un elemento infinitesimal de
superficie,

(dS x G)iin = GdS(iig x @) = —GdS (g x ig)iis

Como se cumple la relacion del andlisis vectorial

- -

AB x C)=—-B(Ax ()

se cumplird en particular
tip(tig X tig) = —tg(tlip X Ug)
y por tanto o _—
(dS x G)ip = GdS tg(Up X Ug) = GigdSu; = dbGdl
al cumplirse i) = iy X gy dS = dbdl. Asi, la componente del rotacional segiin una direccién A queda,
una vez tomado el limite infinitesimal,

L e — d g -
_ ine - Gai= 2§ Gai
(V x G)a = (V x G)ii ddeAng G dSAfsAG’

que es exactamente la ecuacion (2—18) con la integral realizada, como alli, sobre el perimetro de la superficie
perpendicular al eje A.

Para una superficie perpendicular a la direccién asi obtenida se tendria la circulacién maxima, por lo
que también podriamos haber definido el rotacional de un campo vectorial como un vector cuya magnitud
es la circulaciéon neta maxima del campo vectorial G por unidad de superficie, su direccion es la normal a
la superficie en la que la circulacién es maxima y su sentido el del avance del tornillo segtin se recorre la
trayectoria (o el contrario si la circulacién anterior sale negativa),

GxO= lm o fédf] an:i [7{ @df] . (2-19)
C maézx as C max

AS—0 AS
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2.4.3. Componentes del rotacional de un campo vectorial en distintos sistemas de coordenadas.

Para obtener la componentes del rotacional en coordenadas cartesianas, consideraremos tres recorridos
infinitesimales, cada uno de ellos correspondiente al borde de un rectdngulo perpendicular a uno de los ejes
y con lados segtn los otros dos ejes, como se muestra en la parte izquierda de la figura 2—7.

Si empezamos con el recorrido rectangular que se muestra en la figura 2—7, la componente del rotacional
sobre el plano yz serd la suma de las integrales en los distintos tramos del recorrido cerrado, con un sentido

z

x T

Figura 2-7: Para calcular el valor del rotacional en un punto calcularemos el valor de sus tres componentes
segun los tres ejes coordenados, tomando tres superficies, cada una de ellas perpendicular a uno de los
ejes coordenados y con lados segun los otros dos, como se muestra en la parte izquierda de la figura. Asi,
para calcular la componente x del rotacional tomaremos la superficie que se muestra en la parte derecha,
en cuyo contorno la circulacién en el sentido mostrado serd la suma de las integrales en cada una de las
componentes del recorrido.

positivo del recorrido del campo,
- - - d 0G, dy
(VxG)y = Z /Gdl =3 [(Gz(a:,y,z) + Ty?) (+dz) (Tramo 1)

+ <Gy(az,y,z) + ) (—dy)  (Tramo 2)

+ (G2, y,2) — oG dy> (—dz) (Tramo 3)

+ (Gy(:):, g 2) — ?%95> (—i—dy)} (Tramo 4)

- = 0G, 0Gy
. = 2-20
(VxG) 9 0 (2-20a)
y de forma andloga se tiene, para las otras componentes,
S, 0G, 0G,
= — 2-20b
(Vx @), = 0Gy _ 9C, (2-20c)

or oy
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de modo que el rotacional puede escribirse en coordenadas cartesianas como

Uy Uy U,
= o [0G. 0Gy)\ . 0G, 0G,\ _ oGy, 0Ggz\. | 0 o0 0
VXG_((‘?y 8z>ux+(8z 6m>uy+<8x 8y>uz_ dx dy 0Oz (2-21a)
G, Gy G

En coordenadas cilindricas se tomarian tres recorridos perpendiculares a cada eje y de lados segun los otros
dos. Asf, el recorrido perpendicular a %, tendria lados pd¢ y dz, el recorrido perpendicular a i tendria lados
dpy dz,y el recorrido perpendicular a i, tendria lados dp y pd¢. Finalmente se obtiene, para coordenadas
cilindricas, la expresién

> o 10G, 0G4 0G, 0G, 1 /0 oG

VxG=|- - =4 - s+~ | —(pGy) — =L )@ 2-21b

(p ¢ 0z et 0z ox u¢+p 6p(p 2 ¢ vz ( )

mientras que, siguiendo un procedimiento similar, se obtiene la expresion del rotacional en coordenadas
esféricas

L L1 (0 aGy\
VxG= p— <89(G¢sen9) - (%> Uy
1 0G, 10 ﬁ

+<W 5 ‘rar“%)) / (219

1/0 oG, \
e <ar<TG9>‘ ae) ¢
2.4.4. Teorema de Stokes.

Consideremos ahora la circulacién en dos recorridos adyacentes que comparten un tramo, como se
muestra en la figura 2-8. La contribucién a la circulacién del campo vectorial del tramo comuin serd igual y
de sentido contrario para los dos recorridos. Asf, la circulacion a través de la trayectoria cerrada que envuelve
a los dos recorridos serd igual a la suma de las circulaciones a través de cada uno de los dos recorridos, ya
que la contribucién del tramo comun se cancela.

Si lo que tenemos es una superficie macroscopica S, para cada elemento infinitesimal dS de esa super-
ficie la componente del rotacional segtin dS serfa (6 X C_j) 45 Y se cumpliria, a partir de (2-19),

(VxG)dS= ¢ Gdl
ds
con el flujo del rotacional a través de dS'y la circulacion a lo largo de la trayectoria cerrada que limita a dS.
Si integramos a la superficie finita S, las contribuciones de los tramos compartidos entre dos elementos de
superficie infinitesimales se cancelan y tnicamente quedan las contribuciones de los tramos externos,

/ (V x G)dS = 7{ Gdl. (2-22)
S C

que representa el teoremalde Stokes,

El flujo del rotacional de un campo vectorial a través de una superficie abierta es igual a la
circulacion del campo vectorial a lo largo del contorno que limita la superficie.

Para el caso particular de una superficie cerrada no hay un contorno (o dicho de otra forma, todos los tramos
infinitesimales son compartidos) y, por tanto se cumple

—

f (VxG)dS=0 (2-23)
S

para cualquier superficie cerrada S.
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T

=

x

Figura 2-8: La suma de las circulaciones a lo largo de dos trayectorias cerradas que comparten un tramo
es la circulacion a lo largo de la trayectoria cerrada externa, ya que la contribucion del tramo compartido
es igual y de distinto signo en cada uno de los dos recorridos.

2.5. Combinando lo anterior.

2.5.1. Divergencia del gradiente y gradiente de la divergencia: laplaciana.

La divergencia del gradiente de un campo escalar es una funcién de gran importancia en muchos campos
de la Ciencia y se denomina laplaciana de un campo escalar. En coordenadas cartesianas se expresa como

82f 82f 0>f
2 —
Vof = V(Vf) 0,2 = 9.2 (2-24a)
en coordenadas cilindricas
2 iy = L (00 L0 O §
Vef=V(Vf) = »0p pap +p28<;52 +8z2 (2-24b)
y en coordenadas esféricas
20 (o = L9 (200 L 9 of L% .
Vi =V = 2or \' or + r2sen 6 00 sen&ae + r2sen 6 g2 (2-24¢)

De forma andloga también se define la laplaciana de un campo vectorial como el gradiente de la diver-
gencia que, en coordenadas cartesianas, tiene la forma

902G 9*°G 092G

VG = 9(96) = , 2-25
(VG) Ox? + Oy> + 022 ( )
2.5.2. Rotacional del gradiente.
El rotacional del gradiente de una funcién siempre es idénticamente 0,
V x (Vf) =0. (2-26)

Para demostrar esto, partiremos del teorema de Stokes, y tendremos en cuenta que \Y f dl = df de modo que

/S[ﬁx (¥5)] dgzyi(@f)d;: 7{;de0

al ser df una diferencial exacta.
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2.5.3. Divergencia del rotacional.

La divergencia del rotacional de cualquier campo vectorial es idénticamente nula,
V(V x G) = 0. (2-27)

Para demostrarlo utilizaremos el teorema de Gauss-Ostrogradski, para cualquier superficie cerrada que

z

>~

<

T

Figura 2-9: Para demostrar la identidad ﬁ(ﬁ x G ) = 0 tomamos una superficie cerrada que contiene un
volumen V' y una trayectoria cerrada que divide la superficie en dos.

encierra un volumen V' y tomaremos una trayectoria cerrada que divide la superficie cerrada en dos. El flujo
a través de la superficie cerrada puede expresarse como la suma de los flujos a través de cada de las dos
superficies abiertas limitadas por la trayectoria, y a su vez cada uno de ellos serd la circulacién a lo largo
de la trayectoria que limita cada superficie, que serd la misma en los dos casos, pero recorrida en sentidos
contrarios, por lo que su suma serd nula

<6xéma+/kﬁxém$:

/ﬁwx@mvszxémgz
1% S Sa

St

=¢ Gdil+ ¢ Gdi=0
C1 Co

Como esto es cierto para cualquier volumen arbitrario, debe cumplirse la identidad que queriamos demostrar

V(V % G)

0. (2-27)

2.5.4. Otras relaciones.

A continuacién se muestra el resultado de combinar alguno de los operadores que hemos visto con
campos escalares y vectoriales. Comenzamos con la suma de dos campos escalares o vectoriales

V(f+9)=Vf+Vyg (2-28a)
+G)=VF+VG (2-28b)

Vx(FE+G) =VxFE+VxG, (2-28¢)
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seguimos con el producto de un campo escalar y un campo vectorial

V(fG) = (V)G + f(VG) (2-29a)
VX (fG)=(Vf)x G+ f(VxG) (2-29b)
y terminamos con unas cuantas relaciones adicionales
V(FxG)=(VxF)G—-F(V xG) (2-30a)
V(F-G)=(GV)F + (FV)G+G x (VX F)+F x (V xG) (2-30b)
V x (F x G) = (GV)F — G(VF) — (FV)G + F(VG) (2-30c)
V x (VxG) =V(VG) — VG (2-30d)

2.5.5. Teorema de Green.
Si tenemos dos campos escalares f () y g(7) y aplicamos el teorema de la divergencia al vector
fVg gV}
se tiene
/V V(fVg—gVf)dv = jg(fﬁg —gVf)dS.
El integrando del primer término es, teniendo en cuenta (2-29a)
V(fVg) = V(gV]) = [V —gV’f
obteniéndose el teorema de Green

/ (fV2g — gV2f)dV = f (fVg—gVf)dS. (2-31)
174 S

2.6. Campos conservativos y solenoidales. Potenciales escalar y vector.

Decimos que un campo vectorial es un campo conservativo cuando la circulacién del mismo depende
Unicamente de los puntos inicial y final. Evidentemente, si la trayectoria es cerrada, la circulacién es nula
para un campo conservativo.

Todo campo vectorial que puede expresarse como el gradiente de una funcién escalar es un campo
conservativo. En efecto, la circulacion del campo vectorial a lo largo de una trayectoria cualquiera que une
Ay Bes

B B B
Circ = / Gdl = / Vfdl = / df = f(B) — f(A) (2-32)
A A A

al ser V f dl = df y por tanto df es una diferencial exacta. Esto implica que la circulacion de un campo vecto-
rial irrotacional o conservativo entre dos puntos es independiente de la trayectoria y Unicamente depende
del valor del campo escalar f en los puntos inicial y final.

Si el rotacional de un campo vectorial es nulo, decimos que el campo es irrotacional. Como el rotacional
de un gradiente es nulo (2-26), un campo conservativo es siempre un campo irrotacional. Asimismo, se
observa facilmente a partir del teorema de Stokes (2-22) que si el campo es irrotacional su circulacién a lo
largo de cualquier trayectoria cerrada debe ser nula y por tanto el campo es conservativo.

G conservativo & V- xG=0 & Existe f tal que G=V f
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Cuando el rotacional de un campo vectorial no es nulo se dice que el campo es rotacional y no puede
expresarse en funcién de un campo escalar.

Para campos de fuerzas, suele utilizarse U = — f como campo escalar asociado, denomindndose poten-
cial escalar’ a U.

Si la divergencia de un campo vectorial es nula, decimos que el campo es solenoidal y en este caso
puede expresarse siempre como el rotacional de otro campo vectorial Aal que llamamos potencial vector.

2.7. Campos centrales.

Estudiemos ahora un tipo particular de campo. Se denominan campos centrales a aquellos en los vectores
campo o sus rectas de accién pasan por un punto fijo del espacio al que se denomina origen del campo.

G = G(r)i, (2-33)

La circulacién de un campo central por una trayectoria dada
entre dos puntos A y B serd

B —— B . B
Circ — / Gl = / Gr)iidl = / Gr)dr
A A A

donde dr es la proyeccidn sobre la direccion radial del vector
desplazamiento en cada punto di. Como es una integral de una
variable, el resultado depende tinicamente de los puntos inicial
y final (para un campo central de una forma dada) y por tanto
los campos centrales son campos conservativos (o irrotaciona-
les, con V x @Cemral = 0).

Figura 2-10: Campos centrales. El flujo de un campo central a través de una superficie esfé-
rica con centro en el origen de campos serd

- 7{5 GdA = 7{5 G(r)dA = G(r) ?{S dA = G(r)dnr?

2.8. Campos de fuerzas conservativos.

Como todo campo conservatlvo un campo conservativo de fuerzas puede expresarse como el gradiente
de un campo escalar f tal que F=V f. Sin embargo, para campos de fuerzas conservativos no se utiliza el
campo escalar f sino la energia potencial £, como campo escalar, que coincide con f cambiado de signo,
E, = —f. En funcién de la energia potencial £, la fuerza queda en la forma

—

F=-VE, (=Vf). (2-34)

Esto ocurre, por ejemplo, para el campo gravitatorio (que se verd como ejemplo a continuacién) y para el
campo eléctrico.

T Algunos autores utilizan también la palabra potencial escalar para la funcién escalar sin cambiar de signo.
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2.8.1. Interaccion entre dos masas. Ley de la gravitacion de Newton.

Entre dos masas 11 y mo supuestamente puntuales'y separadas una distancia r,, actia una fuerza de
interaccion atractiva dada por la ley de la gravitacion de Newton

-, mims
12

En esta expresion, G = 6,67 10~ Nm?kg 2 es la constante de gravitacion y el sentido de 7, es tal que la
interaccidn sea atractiva.

Como se deduce de la ley (2-35), el campo gravitatorio terrestre es un campo central y por tanto es un
campo conservativo.

2.8.2. Intensidad del campo gravitatorio terrestre.

En particular, la Tierra ejerce una fuerza atractiva sobre cualquier cuerpo de masa m sometido a su
influencia. El campo gravitatorio terrestre se caracteriza mediante la fuerza atractiva por unidad de masa
que se ejerceria sobre la masa m cuando esta estd situada en cada punto del espacio,

| =y

§(7) = (2-36)

ot
que nos da la intensidad del campo gravitatorio (y que coincide con la aceleracién @ que adquiriria la masa
m respecto de la Tierra si estuviera sometida al tinico efecto de la fuerza de atraccidn gravitatoria).

La distribucién de vectores que actuarian sobre una masa unidad nos daria el campo gravitatorio, repre-
sentado por su intensidad en cada punto.

El flujo de este campo gravitatorio producido por una masa M a través de una esfera de radio r centrada
en el origen del campo serd, al ser un campo central,

® = g(r)dnr? = —47r MG (2-37)

2.8.3. Trabajo del campo gravitatorio.

Si una masa m describe una trayectoria dada entre dos puntos inicial y final A y B bajo la accién de un
campo gravitatorio, la circulacioén de la fuerza F' ejercida por el campo sobre la masa en cada punto de la
trayectoria nos da el trabajo realizado por el campo gravitatorio sobre la masa,

B
oW = EFdi = Woag= / Fdr.
A

Un campo vectorial conservativo (y el campo gravitatorio lo es al ser un campo central) puede expresarse
en funcién de un campo escalar mediante la relacién

— =

F=Vf

quedando

WAB:/Bﬁdfz/Bdfsz—fA-

A A

fLa ley de la gravitacién también se cumple entre masas esféricas con la distancia entre los centros de las esferas y en general,
si la distancia entre las masas es grande comparada con su tamafio.
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—

Este campo escalar cambiado de signo es la energia potencial, £, = — f quedando F = -VE,
WAB — fB fA — PA = EPB — _AEPAB7 (2—38)

el trabajo realizado por el campo gravitatorio sobre la masa m es igual a la disminucidn de la energia
potencial del sistema de las dos masas.

Como el campo gravitatorio representado por la intensidad g del mismo también es un campo central,
este campo debe ser conservativo y por tanto, se puede expresar como el gradiente de un campo escalar. Al
igual que en el caso del campo de fuerzas y la energia potencial, en este caso también se escoge el campo
escalar con el signo contrario para que tenga una mejor relacién con la energia. Asf, la intensidad del campo
gravitatorio se escribe como

Gg=-VV (2-39)

donde V' es el potencial gravitatorio, energia potencial del campo gravitatorio por unidad de masa m,
cumpliéndose
Wap = —AFE

PAB

= —mAVA B (2—40)

2.9. Teorema de Helmholtz.

El teorema de Helmholtz establece lo siguiente. Si para un campo vectorial G se cumple
(VG)so =0 (Vx G =

el campo vectorial puede escribirse como la suma de una componente irrotacional y una componente sole-
noidal,

G=Vf+VxA (2-41)
donde
1 VG
A= [ 242
() 4ﬂ/‘F,_ﬂdV (2-42a)
A = VxG oy (2-42b)

[7 =7
siendo 7 la variable de integracién que recorre el volumen V.
Asi, podemos decir que

Un campo vectorial estd determinado si su divergencia y su rotacional estdn especificados en
todos sus puntos.

Como hemos visto, en una regién no limitada, ambos deben anularse en el co. En una regién limitada basta
con que se estén especificados dentro y se conozca la componente normal en la superficie que limita la
region.

Como un campo vectorial puede determinarse a partir de su divergencia y su rotacional se dice que
ambos son sus fuentes, las fuentes escalares serian las que definen la divergencia del campo vectorial y las
fuentes vectoriales las que definen el rotacional del campo. Por eJemplo la densidad de carga de volumen )
seria la fuente (escalar) del desplazamiento eléctrico, ya que VD =py la densidad de corriente j seria la
fuente (vectorial) de la intensidad de campo magnético ya que VxH= ]

Como ya hemos mencionado, para los campos de fuerzas se suele expresar la componente irrotacional
(conservativa) mediante un potencial escalar cambiado de signo U = — f (igual a la energia potencial) de
forma que la relacién con el gradiente del nuevo potencial escalar también estd cambiada de signo,

G=-VU+VxA. (2-43)



Capitulo 3

Sistemas de vectores deslizantes y ligados.

3.1. Vectores deslizantes y ligados.

Ademas de los vectores libres, caracterizados tinicamente por su médulo, direccién y sentido en Mecé-
nica es conveniente mencionar otros dos tipos de vectores, deslizantes y aplicados.

Un vector deslizante esta caracterizado por su médulo, direccién y sentido, y por su recta de aplicacion
(también denominada recta soporte o recta de accion). Una magnitud representada por un vector deslizante
es invariante frente a una traslacion sobre su recta de accién en tanto se conserven el médulo y el sentido.

Para especificar un vector deslizante es necesario proporcionar las componentes del vector y su recta
de accidn. Para ello se necesita especificar un punto en el plano perpendicular al vector deslizante y ello
supone dos pardmetros mas a sumar a los tres necesarios para el vector libre. Asi, se necesitan 5 pardmetros
independientes para especificar un vector deslizante.

Notese que la suma de dos vectores deslizantes inicamente estd definida si ambos tienen la misma recta
soporte o si sus rectas soporte se cruzan en un punto, pasando la linea de accién del vector suma por el punto
de cruce.

Decimos que un vector es ligado (o fijo o aplicado) cuando esté caracterizado por su médulo, direccién
y sentido, y por su punto de aplicacién. Su descripcién completa requiere de 6 pardmetros independientes,
3 para especificar el vector y 3 para especificar su punto de aplicacion.

3.2. Vectores deslizantes.

3.2.1. Momento de un vector deslizante respecto de un punto.

El momento de un vector deslizante @ respecto de un punto O (también
,~ llamado por algunos autores momento central) viene dado por la expresién

Mgy =OP x @ (3-1)

De acuerdo con su definicion, éste es un vector perpendicular al plano que
contiene los vectores OP y @, y esta aplicado en O (cambia si el punto cambia,
luego estd “ligado” al punto).

Tps Si ahora tomamos el momento del vector @ aplicado en dos puntos de la
recta soporte, se tiene

quedando la diferencia
’ MO MPO — MP/O = (/r_‘l)j — T_’I’g/) xa=20 (3—2)
al ser 7%, — 7, || PP’ (Realmente es P/P).

Asi, el momento de un vector deslizante a respecto de un punto es inva-
riante respecto de cualquier traslacion de dicho vector @ respecto de su recta

soporte, como se espera para un vector deslizante. El momento M es perpen-
dicular al plano de la figura y, para el caso mostrado en la misma, estarfa dirigido hacia el interior del papel.

~
~

Figura 3-1: Momento central
o momento de un vector desli-
zante respecto de un punto.

23



24

Capitulo 3. Sistemas de vectores deslizantes y ligados.

3.2.2. Momento de un vector deslizante respecto de un eje. Momento axial.

/" Recta soporte

Figura 3-2: Momento de un vector desli-
zante respecto de un eje (momento axial).

Denominamos momento axial o momento de un vector desli-
zante a respecto de un eje A al escalar resultante de proyectar,
sobre el eje dado, el momento de dicho vector respecto de cual-
quier punto del eje. Si denominamos %, a un vector unitario
segun el eje, se tiene

My, = My iy = (Tp, X )iy,
que da

MAI_MAQ: (TOI—TO2)XG ’U/A:O (3—3)
al ser la parte entre corchetes perpendicular a i, , ya que el vector
(7o, — 7o, es paralelo a iy

Asi, el momento axial de un vector deslizante @ respecto de
un eje es un invariante respecto de cualquier traslacion del vector
a respecto de su recta soporte y de cualquier traslacién del punto
sobre el eje.

Si la recta soporte y el eje estin en el mismo plano, el momento axial M, es nulo ya que todos los

momentos son perpendiculares al plano.

3.3. Sistemas de vectores deslizantes

3.3.1.

Definiciones

Figura 3-3: Sistema de vectores deslizantes.

Dado un sistema de vectores deslizantes, cada uno con su
recta soporte, se denomina resultante R a un vector libre suma
de todos los vectores deslizantes del sistema,

ézZ&i.

Se denomina momento resultante MP de un sistema de vectores
deslizantes respecto de un punto P aun vector (en general) ligado
resultado de la suma de los momentos de los vectores del sistema
respecto de dicho punto,

Vi = Y8, - Y%,

(3-4)

X d.

(3-5)

7

Noétese que para un par de vectores, el momento resultante es
ibre.
Denominamos momento de un sistema de vectores deslizantes

respecto de un eje A ala proyeccion sobre el eje del momento resultante del sistema de vectores deslizantes
respecto de un punto de dicho eje. Es 1o mismo que la suma de los momentos de cada uno de los vectores

del sistema respecto de dicho eje.

Denominamos recta de momento nulo a toda recta respecto de la cual el momento del sistema de vectores
deslizantes es nulo. Toda recta en el plano perpendicular al momento serd una recta de momento nulo.
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Figura 3-4: Primer teorema de sistemas de vectores deslizantes.

3.3.2. Teoremas de vectores deslizantes.

Teorema 1 El momento resultante de un sistema de vectores deslizantes respecto de un punto Q es igual
al momento resultante de dicho sistema de vectores deslizantes respecto de otro punto cualquiera P mds el
momento de la resultante, aplicada en P, respecto de Q.

Mg = QP x R+ Mp (3-6)
Para comprobarlo no hay mds que tener en cuenta que para todos los vectores deslizantes del sistema se
satisface la relacion QP + 7 = FiQ de modo que se cumple

(2 3

Mo =Y iy x @ =) (QP+7,) xd =Y QP xd+ » i, x @ =QP x R+ M,
i i
Teorema 2 (Varignon) El momento resultante de un sistema de vectores concurrentes en un punto P
respecto de un punto cualquiera Q es igual al momento, respecto de Q, de la resultante aplicada en P.
Este es un caso particular del anterior,
My =QP x R+ Mp =QP x i (3-7)
ya que ]\ZP =5 Mip = ( al pasar todas las lineas de accién por P.

3.3.3. Invariantes de un sistema de vectores deslizantes.

Denominamos invariantes de un sistema de vectores deslizantes a una serie de magnitudes que no
cambian en tanto que los vectores del sistema tinicamente deslicen sobre sus lineas de accién.
Primer invariante (Invariante vectorial).

Es la resultante del sistema de vectores deslizantes,

R=3"4d, (3-4)

7
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Figura 3-5: Teorema de Varignon

Segundo invariante (Invariante escalar).

A partir del primer teorema de los vectores deslizantes,
My = QP x R + Mp, (3-6)

si multiplicamos escalarmente por la resultante R se tiene

— - -

MoR=(QP x )R+ MpR =  MgR = MpR
al ser Q_P x R perpendicular a R. Como esto debe ocurrir para cualquier par de puntos Py (), se tiene
MR = cte (3-8)

El producto escalar M R, denominado automomento del sistema de vectores, no depende del punto respecto
del que se obtiene el momento.

Tercer invariante.

El tercer invariante es una consecuencia directa de los dos anteriores y se presenta en dos versiones,
escalar y vectorial. Si iy, = R / |}§] es un vector unitario en la direccion de la resultante, el tercer invariante,
en su version escalar, se escribe como

mo = Milp = M—ﬁ (3-9a)
| R
y representa la componente del momento resultante del sistema de vectores deslizantes respecto de un punto
segun la direccion de la resultante R.

Esta componente también representa el momento resultante de médulo minimo de un sistema de vectores
deslizantes respecto de un punto. En efecto, como es un invariante siempre estard presente y tendrd el mismo
valor, pero el momento puede tener ademds otra componente cuando se toma respecto de otros puntos, lo
que darfa un médulo mayor

2

7 Vi Vi — 7 2 7 2
M:M”R‘—FMJ_R‘:TI’LOUR—FMJ_R‘ = M :mo—l—(MJ_R‘)
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Esto permite definir una version vectorial del tercer invariante
7’71/0 =my ﬁR, (3—9b)

que representa el valor del momento resultante cuando se toma desde un punto tal que su médulo es minimo.
El momento resultante M serd minimo cuando no tenga componente perpendicular a la resultante R, es
decir cuando M y R sean paralelos.

3.3.4. Eje central.

Denominamos eje central de un sistema de vectores deslizantes al lugar geométrico de los puntos del
espacio respecto de los cuales el momento resultante del sistema de vectores deslizantes tiene médulo
minimo.

Figura 3-6: Eje central de un sistema de vectores deslizantes.

Si O es el origen de coordenadas (0, 0, 0), C(x, y, z) un punto sobre el eje central del sistema de vectores
deslizantes, el vector R= Ry, + Ryu, + R4, laresultante del sistema de vectores deslizantes y el vector
Mo = M, + My, + M1, el momento del sistema de vectores deslizantes respecto del punto O, el
momento del sistema de vectores deslizantes respecto de un punto C sobre el eje central serd el momento
del sistema respecto del origen mds el momento de la resultante, aplicada en C, respecto del origen,

MC = MO — O_C X é
que desarrollado queda
Uy Uy U,
Mty + Mytiy + My, — | 2y z | =
T

(My — yR, + zRy)ty + (My — 2Ry + xR )ty + (M. — 2R, + yR,)U..
Para que el momento MC sea minimo, no debe tener componente perpendicular a la resultante R y por tanto
debe ser paralelo a la misma. Asi, debe cumplirse
M, —yR.+zR, M,—z2R,+xR. M,—xR;,+yR,
R, B R, -~ R,

(3-10)
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conocida como ecuacion del eje central.

Como consecuencia de la definicion de eje central, el momento respecto de cualquier punto del mismo
serd el momento minimo 7. Si consideramos dos puntos C y C’ sobre el eje central se cumplird M =

Mo = Me, + CC' x R = 1iig + CC’ x R y por tanto CC' x R=0.El eje central es siempre paralelo a la
resultante R (y por tanto debe ser una recta) y el momento minimo 172 estd contenido en el eje central.

3.3.5. El campo de los momentos de un sistema de vectores deslizantes.

La distribucién de los momentos resultantes de un sistema de vectores deslizantes respecto de cada
punto del espacio forma un campo de momentos M (7, t).

Este campo de los momentos resultantes de un sistema de vectores deslizantes respecto de los distintos
puntos P del espacio presenta simetria cilindrica respecto del eje central.

EC

Figura 3-7: El campo de momentos de un SVD tiene simetria cilindrica respecto del eje central.

En efecto, si consideramos el plano normal al eje central que contiene al punto P y el punto C sobre
el eje central que se encuentra también en dicho plano (véase la figura 3-7), el momento M, es igual al

momento minimo 773, al estar sobre el eje central y por tanto, es un invariante. La resultante R también es
un invariante, por lo que de la expresion

Nip = N — CP x 3

se tiene que el médulo de CP x R depende unicamente de |C_P | ya que tanto M, c como R son invariantes,
asi como el dngulo entre CcPb y R (ambos son perpendiculares). Por tanto el campo de momentos MP(F, t)
tiene simetria cilindrica respecto del eje central.

Lo anterior tiene un par de consecuencias inmediatas,

e Los momentos resultantes de un sistema de vectores deslizantes respecto de los puntos pertenecientes
a una superficie cilindrica cuyo eje es el eje central, tienen igual médulo.

e [.os momentos resultantes de un sistema de vectores deslizantes respecto de los puntos de una recta
paralela al eje central son iguales (equipolentes).
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3.4. Par de vectores.

Un par de vectores es un caso particular de sistemas de vectores deslizantes paralelos. Es todo sistema
formado por dos vectores de igual médulo y direccidn y sentidos opuestos, aplicados segtin lineas de accion
paralelas separadas una distancia d a la que se denomina brazo del par.

Figura 3-8: Par de vectores.

Evidentemente, la resultante R de un par de vectores es nula. El momento del par de vectores respecto
de un punto cualquiera P es

que no depende del punto concreto respecto del cual se calcula el momento al ser su valor idéntico para
cada punto, y por tanto puede considerarse como un vector libre. Este momento estd dirigido en la direccién
perpendicular al plano del par y su sentido estd dado por el par a través de la regla del tornillo (o del
sacacorchos). El médulo del momento del par es

|Mpa| = |7y — 7| asen = ad (3-12)

al ser sen @ = d/ |} — 7,|. Un par de vectores [d, d] es equivalente (tienen la misma resultante y producen
el mismo momento) a cualquier otro par [@’,d’] en el mismo plano (o paralelo) y del mismo sentido si
ad = a'd’ y el sentido de giro es el mismo.

3.5. Sistemas de vectores equivalentes.

Se dice que dos sistemas de vectores deslizantes son equivalentes si tienen la misma resultante R y el
mismo momento MP respecto de todos los puntos del espacio. Para ello basta que lo tengan respecto de un
punto del espacio, ya que para cualquier otro punto P’ cambiaria en PP’ x R, pero seguiria siendo el mismo
para todos.

3.5.1. Reduccion de un sistema de vectores deslizantes.

La reduccion de un sistema de vectores deslizantes consiste en encontrar un sistema mas sencillo equi-
valente al sistema original. La reduccién mds sencilla consiste en sustituir el sistema por el conjunto de su
resultante R aplicada en un punto de reduccién P y el momento resultante del sistema de vectores deslizan-
tes respecto del mismo punto P, punto al que denominamos centro de reduccion. En el caso mds sencillo,
dicho momento estard producido por un par de vectores en el plano perpendicular al momento, con brazo,
moédulo y sentido adecuados para dar el mismo valor. Por ello, a menudo se representa el momento corres-
pondiente al sistema equivalente mediante un par de vectores de las caracteristicas adecuadas. Asimismo,
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si el par se escoge de forma que uno de los vectores del par se aplica en el punto de reduccion y se obtiene
la suma de éste y la resultante, el sistema equivalente se puede representar mediante dos vectores, uno la
suma de la resultante y de uno de los componentes del par aplicados en el punto de reduccién y el otro el
otro vector del par de vectores. En este caso, las dos rectas sobre las que se encuentran uno y otro vector se
denominan rectas conjugadas.

Figura 3-9: Reduccion general de un sistema de vectores deslizantes. La reduccion mds sencilla consiste
en la resultante aplicada en el punto de reduccion P y un par de fuerzas cuyo momento My, es el momento
resultante del sistema de vectores respecto del punto P.

-

L o EC
He :M

/‘/—C

Figura 3-10: Reduccién candnica de un sistema de vectores deslizantes. En este caso el punto de reduccion
se encuentra sobre el eje central y por tanto el momento resultante debe estar dirigido segtin la resultante
(y el eje central).

Si el punto de reduccién estd sobre el eje central se tiene la denominada reduccion candnica. En este
caso, M || R, con M = my y el sistema se reduce a la resultante aplicada en ese punto del eje central y un
momento respecto de ese punto dirigido segin la resultante (y por tanto segin el eje central).

3.5.2. Clasificaciéon de un sistema de vectores deslizantes segin el automomento.

Dependiendo de las caracteristicas del sistema de vectores deslizantes se tienen algunas de las reduccio-
nes mas habituales,

1. R = 0: Si la resultante es nula, su momento respecto de cualquier punto serd 0, por lo que a partir del
primer teorema de vectores deslizantes (3—6) se concluye que el campo de momentos respecto de los
distintos puntos del espacio M (7, t) debe ser uniforme. Cuando la resultante es nula hay dos casos a
destacar,

a) M = 0: En este caso el sistema reducido es el sistema nulo de vectores.

b) M = 0: En este caso la reduccion mds sencilla es un par de vectores que proporcione el momento
uniforme M.

2. R # 0: Si la resultante no es nula, hay dos casos principales a considerar, dependiendo del valor del
momento minimo,

a) Miip = mg = 0: Cuando el momento minimo es nulo, la reduccién mds sencilla consiste en la
resultante R aplicada en un punto de reduccién C sobre el eje central.
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Cuando el punto de reduccién P se encuentra fuera del eje central el sistema reducido mas
sencillo consiste en la resultante aplicada en ese punto y un momento Mp L Re igual al
momento respecto del punto de reduccion de la resultante R aplicada en el eje central.

Hay algunos tipos de sistemas de vectores tipicos que producen un momento minimo nulo (y
por tanto un automomento nulo), debido a que la resultante y el momento resultante son perpen-
diculares,

e Sistemas de vectores paralelos: El automomento de un sistema de vectores paralelos es
nulo, como se vera en la seccion 3.6.

e Sistemas de vectores concurrentes: En un sistema de vectores concurrentes el momento del
sistema respecto de cualquier punto P del espacio es el momento de la resultante aplicada
en el punto de concurrencia Q respecto del punto P, ]\7[P = PQ x R. (Teorema de Varig-
non, véase la pagina 25). Como dicho momento debe ser necesariamente perpendicular a la
resultante, el automomento debe ser 0.

e Sistemas de vectores coplanarios: Si tomamos el momento de cada vector respecto de un
punto en el plano comun, cada contribucién al momento resultante serd perpendicular al
plano, por lo que el momento resultante serd perpendicular al plano. Como por otra parte la
resultante estard contenida en el plano, al estarlo todos los vectores del sistema, el automo-
mento debe ser también 0.

b) M r = mg # O Este es el sistema mdas general. La reduccién mds sencilla consiste en la
resultante aplicada en un punto C del eje central y el momento resultante del sistema de vectores
respecto del punto de reduccion C contenido en el eje central. Al estar el punto C contenido en
el eje central el momento resultante Mc es el momento minimo y debe estar dirigido segtn el
eje central.

Cuando el punto de reduccién no se encuentra sobre el eje central la reduccién mas sencilla
consistiria en la resultante aplicada en el punto de reduccién P y un momento 1gual al momento
resultante del sistema de vectores respecto del punto de reduccion P, My = M +PC x R.

3.6. Sistema de vectores paralelos.

Consideremos ahora un caso particular de sistemas de vectores, el sistema de vectores paralelos. Si U es
un vector unitario en la direccién comun, cada vector del sistema puede escribirse como

y por tanto, la resultante queda

dirigida en la direccién de .
El momento resultante del sistema respecto de un punto de reduccién cualquiera P serad

Mp =Y 7 x @y = | ()| x i, (3-13)
(2 (2
donde 7 son los vectores posicién de los distintos vectores paralelos respecto del punto de reduccién
P. Como vemos, el momento resultante de un sistema de vectores paralelos debe ser perpendicular a
(]\Z/P | @)y por tanto debe cumplirse M, P R = 0, el automomento de un sistema de vectores paralelos, sean
deslizantes o aplicados, es nulo. Esto puede corresponder a dos casos,
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Figura 3-11: Centro de un sistema de vectores paralelos.

e R = 0: En este caso, el sistema se reduce a un par de vectores paralelos.

o I} = (: En este caso, consideremos un punto de reduccion C perteneciente al eje central (reduccion
candnica). Al ser C un punto sobre el eje central el momento MC = my respecto del mismo no puede
tener componente en la direccion perpendicular a la resultante (y por tanto al eje central). Por otra
parte la ecuacién (3—13) establece que el momento del sistema de vectores respecto de un punto de
reduccién cualquiera y, en particular, respecto de C debe ser perpendicular a la resultante. La tinica
forma de que se cumplan ambas condiciones es que MC = 0. Asi, un sistema de vectores paralelos

de R # 0 se reduce siempre a la resultante R contenida en el eje central.
Consideremos ahora el momento del sistema de vectores paralelos respecto del origen de coordenadas O

Mo =Y 7 x d@; = | Y (a;7)| x @

1 i

y un punto genérico C perteneciente al eje central. Como el momento de un sistema de vectores paralelos
respecto de un punto contenido en el eje central debe ser nulo, se cumplira

Mo =Mg+0Cx R=0CxR=|> (a;)| x ii = ((OCR] x ).

Si pasamos todo al primer miembro, se tiene

expresion que debe cumplirse sea cual sea el sistema de vectores paralelos. Para ello, la expresién entre
corchetes debe ser nula o estar dirigida segun la direccion . Esto puede expresarse en la forma

> (a;7) — [OCR] = kil (3-14)

i
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en funcién de una constante de proporcionalidad k. Como C es un punto genérico sobre el eje central, ésta
es la ecuacion vectorial del eje central del sistema (lugar geométrico de los puntos que cumplen la ecuacién
anterior para los distintos valores de k).

3.7. Centro de vectores paralelos.

Si ademds de ser vectores paralelos son fijos, podemos definir su centro, contenido en el eje central.
Para ello observemos de nuevo la ecuacion (3—14). Para k£ = 0 la posicién del punto C no depende de la
orientacion del vector 4. Esto nos define la posicion del denominado centro de vectores paralelos G, dada
por

- - (a7
OGR=) (a7;) = OGs= LileT)

I (3-15)

7
Noétese que la invariancia de la posicion del centro de vectores paralelos respecto de la direccion de o s6lo
se cumple si los vectores son fijos, un deslizamiento para una orientacién de @ no se traduce en otro desli-
zamiento para otra orientacion de «. Dada la forma en que hemos obtenido el centro de vectores paralelos,
éste también es Util para vectores deslizantes, donde simplemente nos darfa un punto sobre el eje central
para un sistema de vectores paralelos con una cierta orientacion de .

Si por ejemplo, a,u representaran el peso elemental (dm g ) de las particulas de un sistema material, G
seria el centro de gravedadT del sistema (CDG). Si fueran la masas de cada particula, el centro de vectores
paralelos del sistema representaria el centro de masas (que para cuerpos pequeiios coincide con el CDG).

Al ser el centro de vectores paralelos un punto del eje central debe cumplirse que el momento resultante
del sistema de vectores paralelos aplicados respecto de un punto cualquiera P es igual al momento de la
resultante R, aplicada en el centro de vectores paralelos, respecto de P.

TSiempre que el sistema sea lo suficientemente pequefio para que § pueda considerarse paralela en distintos puntos.
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Apéndice A

Sistemas de coordenadas ortogonales

Para trabajar con las leyes de la Fisica en primer lugar necesitamos establecer un sistema de referencia
respecto del cual vamos a describir los distintos fenémenos y escribir las distintas variables que intervie-
nen, como la posicién de cada punto. Este sistema de referencia se establecerd respecto de un conjunto de
cuerpos que se consideran en reposo relativo entre si. Para definir el sistema de referencia respecto de dicho
conjunto de cuerpos en primer lugar escogeremos un punto como el origen de coordenadas O y en segundo
lugar un conjunto de tres direcciones linealmente independientes que parten de ese punto y nos definen
una orientacién de referencia en el espacio. Por simplicidad estas tres direcciones normalmente se escogen
perpendiculares entre si, de forma que se tiene un sistema de referencia ortogonal.

Una vez establecido un sistema de referencia es necesario decidir la forma en que representamos cada
punto y cada direccidn del espacio vistos desde dicho sistema de referencia, es decir, necesitamos establecer
un sistema de coordenadas. Alguno de los sistemas de coordenadas utilizara distancias, otros una combina-
cién de distancias y dngulos. En general la eleccién de un sistema de coordenadas para abordar un problema
concreto se hard de forma que éste sea lo més adecuado a las caracteristicas y geometria de dicho problema,
simplificando los célculos y minimizando la posibilidad de error.

Asi, para describir el valor de un campo escalar en cada punto del espacio necesitaremos describir la
posicién de cada uno de los puntos del espacio en los que estd definido el campo y el valor del campo
escalar en cada uno de dichos puntos. Asimismo, para describir un campo vectorial necesitaremos describir
la posicién de cada punto en el que estd definido el campo vectorial y el médulo y direccidon del campo
vectorial en cada punto del espacio y para describir un campo tensorial genérico necesitaremos describir en
cada punto la posicién del punto y las componentes del tensor correspondiente en el punto.

Para describir la posiciéon de cada punto del espacio en un determinado sistema de coordenadas utili-
zaremos tres familias de superficies representadas cada una de ellas por una de las condiciones ¢; = cte,
gy = cte'y g3 = cte. En el caso general se dice que estas tres superficies definen un sistema de coordenadas
curvilineas. En el caso particular en el que estas tres superficies son mutuamente perpendiculares en el punto
a describir se dice que tenemos un sistema de coordenadas ortogonales.

Los tres sistemas de coordenadas ortogonales mds habituales se analizardn a continuacién y son el
sistema de coordenadas cartesianas (o0 sistema de coordenadas rectangulares), el sistema de coordenadas
cilindricas y el sistema de coordenadas esféricas.

A.1. Sistema de coordenadas cartesianas.

En coordenadas cartesianas o rectangulares se describe la posicién de un determinado punto P mediante
tres coordenadas (z,,,,, 2,,) obtenidas a partir de la interseccién en el punto de tres planos perpendiculares
a los ejes coordenados dados por las condiciones ¢; = @ = x,, 9, =y = Yy, y g3 = z = 2. Los
tres vectores unitarios ., i, y U, perpendiculares a cada uno de los planos en el punto de interseccion se
denominan vectores base y forman una base.

En un sistema orientado a derechas (también denominado de orientacién positiva) los tres vectores

35
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z
A
AU,
i,
= Y
U’CL'
z
\
Y
x
Figura A-1: Sistemas de coordenadas cartesianas
unitarios base se escogen de forma que se satisfacen las condiciones
U Xty =115 (A-1a)
Uy X Uy = Uy (A-1b)
TR TR T (A-lc¢)

Como los tres vectores unitarios base son mutuamente perpendiculares, deben cumplirse las condiciones

Uy - Uy =0 (A-2)

iy - iy = iy -

— —

Uy Uy = Uy - Uy = Uy - Uy = 1. (A=-3)

El vector posicién 7, que da la posicién de un cierto punto P se describe en este sistema de coordenadas
cartesianas en funcion de las coordenadas x,, y,, y z, en la forma

7, =OP = z,d, +y,ty + 2,T>. (A—4)

Si consideramos dos puntos infinitamente proximos, el desplazamiento vectorial infinitesimal di entre
ambos vendrd dado por la diferencia entre sus vectores posicién que, en coordenadas cartesianas, queda
en la forma

dr’ = dx iy + dy iy + dz i, (A-5)

donde dz, dy y dz son las diferencias infinitesimales entre las componentes x, ¢ y z de la posicién de ambos
puntos.
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Xz To-a -7
Figura A-2: Elemento de volumen en un sistema de coordenadas cartesianas.
Utilizando estos vectores base también podemos describir el valor de cualquier vector expresado en este
sistema de coordenadas rectangulares, en la forma
ﬁ: pxﬁx = pyﬁy == pzﬁZ‘ (A-6)

El volumen infinitesimal natural en este sistema de coordenadas rectangulares corresponde a un volumen
descrito por variaciones dx, dy y dz respecto del punto P de las coordenadas x, iy y z segun los tres ejes
coordenados

dV =dzxdydz (A=T)

Las superficies infinitesimales naturales perpendiculares a cada direccién en un punto vienen dadas por
g = = cte = dS_"x = dy dz i, (A-8a)

G =y=cte = dS, = dv dz i, (A—8b)

gz = 2 = cte = dgz =dzx dy i, (A-8c)

El sistema de coordenadas cartesianas tiene una caracteristica muy especial, los vectores unitarios i, Uy
y U, tienen la misma direccion y sentido para cada punto del espacio y para cada vector que representamos
en coordenadas cartesianas. Esta es una particularidad muy importante que por ejemplo permite obtener la
diferencia entre los vectores posicion de dos puntos cualesquiera como un vector cuyas componentes son
las diferencias entre las componentes del vector posicién de ambos vectores expresadas en dicho sistema de
coordenadas cartesianas.

En el sistema de coordenadas cartesianas, el producto escalar entre dos vectores cualesquiera p'y ¢, con
componentes expresadas en este sistema de coordenadas, se escribe en la forma

P q = (pyliz + pytly + pyiiz) - (quilz + @iy + q,U2) = Pyq, + Dyqy + D4, (A-9)
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mientras que el producto vectorial entre ambos vectores es
Uy Uy U,

ﬁX (7: (pzﬁw +pyﬁy +pza2) x (qxﬁf + qyﬁy + qzaz) =\ Py py b, (A_IO)
& Gy 4

expresado por simplicidad en forma de determinante. En ambos casos es posible expresar el resultado de
forma compacta debido a que los vectores unitarios base (i, @, y i) de los dos vectores p'y ¢ coinciden.

A.2. Sistema de coordenadas cilindricas.

En coordenadas cilindricas se describe la posicién de un determinado punto P mediante tres coordena-
das (p,, ¢, z,) obtenidas a partir de la interseccién en el punto de tres superficies que son perpendiculares
en el punto. Estas tres superficies son ahora una superficie cilindrica de radio ¢g; = p = p_, en torno al eje
z, un semiplano que tiene al eje 2z como arista y forma un dngulo g, = ¢ = ¢, con el plano xy y un plano
paralelo al plano xy que corta el eje z en g3 = z = z,,. Obsérvese que en este caso p y z tienen dimensiones

IS

Plano z = z(P)

Superficie
r=nT

Y
\

Plano ¢ = ¢(P)

Figura A-3: Sistemas de coordenadas cilindricas

de longitud, pero no asi ¢, aunque una variacién ¢ del angulo a p y z constantes resulta en un recorrido p¢o
(con ¢ en radianes).

Los tres vectores unitarios i, «, oY i, son perpendiculares a cada una de las superficies en el punto de
interseccién y en un sistema orientado a derechas sus sentidos se escogen de forma que en el punto P se
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satisfagan las condiciones

@, X @y =1, (A-11a)
Ty x @, =1, (A-11b)
@, x 1, = . (A-11c)

Como los tres vectores unitarios base son mutuamente perpendiculares, en el punto P deben cumplirse las
condiciones

@, iy =ty @, =T, 1, =0 (A-12)
y
Ty, =1y Gy=1a, . =L (A-13)

Podemos relacionar los vectores unitarios @, y 4 » del sistema de coordenadas cilindricas con los vecto-
res unitarios u; y i, del sistema de coordenadas cartesianas (i, coincide en ambos sistemas de coordena-
das),

Ui, = €oS @ Uy + sen ¢ uy (A-14a)
Uy = —Sen ¢ Uy + €oS ¢ Uy (A-14b)
Uy = COSP U, — Sen ¢ i, (A-14c¢)
Uy = sen¢ﬁfp + cos ﬁ¢. (A-144d)

Esta transformacién puede escribirse en forma de cuadro como

‘ U, u, U,
i,| cos¢ seng 0
P -

ﬂ'¢ —sen¢ cos¢p 0’ (A=15)

T 0 0 1
lo que nos da la matriz de rotacion R desde el sistema xyz al sistema en coordenadas cilindricas
cos¢p sen¢ 0
Roysspp- = | —seng cosg 0 |]. (A-16)

0 0 1

La matriz de rotacién es una matriz unitaria (su determinante es la unidad) y su inversa es igual a su trans-
puesta (la misma matriz con filas y columnas intercambiadas)

cosp —sengp 0

Ripespse = Rogeornse® = | seng  cosg 0 (A-17)
0 0 1

Debe observarse que hay una diferencia importante respecto del caso de las coordenadas cartesianas, la
orientaci6n de los vectores unitarios @, y 4, . depende del punto (la del vector unitario #, es la misma para
todos los puntos).

Esto hace que algunas cosas sean distintas de las que vimos en coordenadas cartesianas. Por ejemplo,
las componentes del vector A7 = 7 0~ 7., que refleja el cambio vectorial de posicién entre dos puntos en
coordenadas cilindricas, en general no pueden expresarse como la diferencia de las coordenadas de los dos
vectores posicion 7, (p,,, ¢5 2,) ¥ T, (P @, Z,) Ya que los vectores unitarios tienen, en general, distinta

orientacion.
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El vector posicién de un punto expresado en el sistema de coordenadas cilindricas de ese punto seria
i pﬁp + 2, (A-18)

donde la dependencia en ¢ estd incluida en la orientacion del vector unitario .
Las componentes x, y y 2z de la posicién del punto en el sistema de coordenadas cartesianas estdn
relacionadas con sus componentes p, ¢ y 2z en el sistema de coordenadas cilindricas mediante las relaciones

T = pcoso (A-19a)
Yy = psen ¢ (A-19b)
z2=2z (A-19c¢)
p=a2+? (A-19d)
¢ = arctan(y/z), (A-19e)

que también podrian haberse expresado en forma matricial mediante la inversa de la matriz de rotacién
(A-17) y le expresion (A—18) para el vector posicidn en cilindricas

T cosp —sengp 0 p
(F)xyz = R;ylz—mqbz . (F)Pd)z = y = sen (b CcoSs ¢ 0 0 (A—ZO)
z 0 0 1 2

Si consideramos dos puntos infinitamente préximos, los vectores unitarios correspondientes a cada posi-
ci6én pueden considerarse aproximadamente paralelos y por tanto la longitud infinitesimal d7 recorrida en
un desplazamiento entre ambos serd

dr'=dpu,+ pdp iy, + dz U, (A-21)

donde dp, d¢ y dz son las diferencias infinitesimales entre las coordenadas p, ¢ y z que describen la posicion
de ambos puntos y los vectores unitarios son los correspondientes al punto P.

El volumen infinitesimal natural en este sistema de coordenadas cilindricas corresponde a un volumen
descrito por variaciones dp, d¢ y dz de las coordenadas p, ¢ y z segun los tres ejes coordenados cilindricos

AV = dl, dl,dl, = pdpdg dz. (A-22)

donde cada uno de sus lados tiene una longitud correspondiente a la variacion infinitesimal de cada una de
las coordenadas manteniéndose constantes las demas,

dl, = dp (A-23a)
dly = pdo (A-23b)
dl, = dz. (A-23c)

Las superficies infinitesimales naturales perpendiculares a cada direccion en un punto vienen dadas por

g =p=ce = dS,=dl,dl,=pdpdzi, (A-24a)
p=¢=ce =  dS,=dl,dl,=dpdzi, (A-24b)
g=z=cte = dS.=dl,dly=pdodpi. (A-24c)

Utilizando estos vectores base también podemos describir el valor de cualquier vector expresado en este
sistema de coordenadas cilindricas, en la forma
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z
A
dz
uZ
Z P
7/ Yo

X

Figura A-4: Elemento de volumen en un sistema de coordenadas cilindricas.

para un punto en el que los vectores unitarios son €sos. La relacién entre las componentes de este vector
en el sistema de coordenadas cilindricas y las componentes correspondientes en el sistema de coordenadas
cartesianas se puede obtener utilizando la matriz de rotacién (A—16) para la transformacién desde el sistema
de coordenadas cartesiano al cilindrico

Pp cos¢p sen¢p 0 Dy
(D) pgz = Rayzospoz = (T)ayz = py | =| —seng cos¢ O py |- (A-26)
D, 0 0 1 D,

A.3. Sistema de coordenadas esféricas.

En coordenadas esféricas la posicién de un determinado punto P se describe mediante tres coordenadas
(r,,0,,¢,) obtenidas a partir de la interseccién en el punto de tres superficies perpendiculares en el mismo.
Estas tres superficies son una superficie esférica de radio r = ¢; = r, centrada en el origen de coordenadas,
una superficie cénica de dngulo 6 = g, = 6, con vértice en el origen de coordenadas y un semiplano que
tiene al eje z como arista y forma un angulo ¢ = ¢, = ¢, con el plano zy. Obsérvese que en este caso
unicamente r tiene dimensiones de longitud, pero no la tienen ni 6 ni ¢.

Los tres vectores unitarios ., i, y 4, »» son perpendiculares a cada uno de las superficies en el punto de
interseccién y en un sistema orientado a derechas sus sentidos se escogen de forma que en el punto P se
satisfagan las condiciones

,JT X _‘9 = _'¢ (A—27a)
iy X iy = iy (A-27Db)
Uy X Uy, = Uy (A-27c)
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—
I

Figura A-5: Sistemas de coordenadas esféricas

Como los tres vectores unitarios base son mutuamente perpendiculares, en el punto deben cumplirse las
condiciones

T T

UTﬁT:ﬁeﬁezaqﬁﬁ(;ﬁ:l (A—29)
La relacion entre los vectores unitarios en el sistema de coordenadas esféricas y en en sistema de coor-

denadas cartesianas viene dada por las expresiones

U, = sen 0 cos ¢ U + sen f sen ¢, + cos 6 i, (A-30a)
Uy = cos f cos ¢ U, + cosfsen ¢, — sen ¢ i, (A-30Db)
Uy = — sen ¢ Uy + cos ¢ iy (A-30c)
Uy = sen 6 cos ¢ U, + cos b cos ¢ty — sen ¢ U, (A-30d)
iy = sen B sen ¢, + cos b sen ¢y + cos ¢ U (A-30e)
U, = cosfu, —senfuy. (A-30f)

que se pueden expresar en forma de cuadro como

— — —

‘ a, i, u,
u, | senfcos¢ senflsen¢  cosf (A-31)
Uy | cosflcosg cosflsend —seno
U s | —seng cos ¢ 0
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y que nos da la matriz de rotacion R desde el sistema xyz al sistema en coordenadas esféricas

senfcos¢p senfsen¢ cosb
Rayzsrop = | cosflcos¢ cosfsend —seng (A-32)
—sen ¢ cos ¢ 0

Esta matriz de rotacién es una matriz unitaria (su determinante es la unidad) y su inversa es igual a su
transpuesta
senfcos¢p cosfcos¢ —seno

R;ylzﬁ\m(b = Rtxr;:ir%e;m = | senflsen¢ cosfsen¢p coso . (A-33)
cos —sen ¢ 0

En el sistema de coordenadas esféricas también aparece la misma importante diferencia respecto del
caso de las coordenadas cartesianas, pero acentuada. La orientacién de los tres vectores unitarios .,
yu ¢> depende del punto. Por este motivo, al igual que en coordenadas cilindricas, en una expresién como
AT =7 (r,,0,,0,) — 7, (ry, 0, ¢,) las coordenadas esféricas del vector r.esul'tante no son la (.hferel.q(:la
de las coordenadas de cada uno de ellos ya que, en general, los vectores unitarios tienen distinta orientacion.

El vector posicién de un punto en coordenadas esféricas asociadas a dicho punto se escribiria como
(A-34)

r=pU,

donde la dependencia en ¢ y ¢ estd incluida en la orientacién del vector unitario @, = (0, ¢).

Las coordenadas x, y y z del punto en el sistema de coordenadas cartesianas estdn relacionadas con las
coordenadas r, 6 y ¢ del punto en el sistema de coordenadas esféricas mediante las expresiones

x = rsenf cos ¢ (A-35a)

y = 7 sen @ sen ¢ (A-35b)

z=rcosf (A-35c)

= B ) (A-35d)

0 = arccos (y/r) = arc cos (y) (A-35¢)
Nz

¢ = arctan (y/z) (A-35f)

que pueden escribirse en funcidn de la forma del vector posicion del punto (A—34) y de la matriz de rotacién
(A-32) correspondiente al paso del sistema de coordenadas cartesianas al sistema de coordenadas esféricas
y de su inversa (A-33)

x senfcos¢p cosfcos¢p —seno r
() 3y = R;;ZHT% (7 v = y | = | senflsen¢ cosfsen¢ coso 0
z cos —sen ¢ 0 0

(A-36

También pueden relacionarse las coordenadas de la posicién de un punto en coordenadas cilindricas y
esféricas en la forma (¢ es la misma en ambos sistemas)

p=rsenf (A-37a)

z=1rcosf (A-37b)

r= T2 (A-37¢)

0 = arctan (p/z) (A-374d)
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Si consideramos dos puntos infinitamente préximos, los vectores unitarios correspondientes a cada posi-
cién pueden considerarse aproximadamente paralelos y por tanto el desplazamiento vectorial infinitesimal
dl recorrido entre ambos seréd

di’ = dr i, + rdf iy + rsen 0dg i, (A-38)

donde dr, df y d¢ son las diferencias infinitesimales entre las componentes 7,  y ¢ de la posicién de ambos
puntos y los vectores unitarios los de P.

T ¢
ST

Figura A-6: Elemento de volumen en un sistema de coordenadas esféricas.

El volumen infinitesimal natural en este sistema de coordenadas rectangulares corresponde a un volumen
descrito por variaciones dr, df y d¢ de las coordenadas r, 6 y ¢ segtn los tres ejes coordenados cilindricos

dV =dl,.dlydl, = drrdfrsentdp = 72 sen Odrdfde (A-39)

donde cada uno de sus lados tiene una longitud correspondiente a la variacion infinitesimal de cada una de
las coordenadas manteniéndose constantes las demas,

di. = dr (A-40a)
dly = rdf (A—40Db)
dly = rsen 0d¢ (A—40c)

Las superficies infinitesimales naturales perpendiculares a cada direccion en un punto vienen dadas por
q =r=cte = ds, = dlydl, = r*sen 6 df do (A—41a)
go = 0 = cte = dSy =dl,dl, = rsenfdrdp (A—41b)
g3 = ¢ = cte = dSy =dl,.dly =rdfdr (A—41c)
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Utilizando estos vectores base también podemos describir el valor de cualquier vector expresado en este
sistema de coordenadas esféricas, en la forma

D= Dy, + pytiy + Pyl (A-42)

La relacion entre las componentes de este vector en el sistema de coordenadas esféricas y las componentes
correspondientes en el sistema de coordenadas cartesianas se puede obtener utilizando la matriz de rotacién
(A-32) para la transformacién desde el sistema de coordenadas cartesiano al cilindrico

Dy senflcos¢p senflseng cosl Dy
(D)rop = Rayrsrtp” Ny = Py | = | cosfcos¢ cosfsengp —seng Py
Py —sen ¢ cos ¢ 0 D,

(A-43)

A.4. Coordenadas polares planas.

Las coordenadas polares planas son un caso particular de coordenadas esféricas o cilindricas en el que
z =0 (060 = 90° = 7/2 en esféricas) En estas condiciones (véase la figura A—7) para describir la posicion

Y Y

=3

Figura A-7: Coordenadas polares planas.

de un punto P en el plano basta conocer su distancia r al origen de coordenadas y el dngulo que forma el
vector 7 = OP con el origen de coordenadas (dngulo polar). En coordenadas polares planas se denomina
tradicionalmente 6 a este dngulo (en vez de ¢ como corresponderia particularizando desde coordenadas
esféricas).

Al igual que en coordenadas esféricas o cilindricas los vectores unitarios #,. y %, en coordenadas polares
planas dependen del dngulo polar 8 y por tanto en general cambian de orientacién para distintos puntos del
plano,

iy = 7fr(ﬁ) (A4d)
Uy = Up().

En funcién de estos vectores unitarios el vector posicién de un punto se expresaria como
7 =ri, =ri,(0) (A-45)

donde la dependencia en 6 aparece a través de la orientacién de .
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Como se aprecia en la figura A—7 la superficie elemental en coordenadas polares planas viene dada por
dS =dl,.dly =rdrdf (A-46)

con dl, = dry dl, = rdf las longitudes infinitesimales recorridas cuando varfa una coordenada mientras
la otra se mantiene constante.
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