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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

‘ 1.1 Introduccion

El fenémeno electromagnético rige un campo vastisimo de nuestra realidad, para
dimensionar su alcance consideremos algunos ejemplos:
e Parte de la actividad del sistema nervioso, la interaccion neuronal y el mismo o0jo
con que se leen estas lineas es gobernado por leyes del electromagnetismo.
e Fendmenos climaticos como la aurora boreal, el rayo y el relampago se explican en
base a esta teoria,
e Laluz se entiende como ondas electromagnéticas.
e Las aplicaciones practicas son muy variadas en el mundo moderno:
o Toda la tecnologia electrénica ( TV, PC, celulares, video juegos, etc.) esta
basada fuertemente en estos principios,
o Aplicaciones médicas: Rayos X, electrocardiogramas, electroencefalograma,
resonancia magnética, etc.
o Tarjetas de crédito, codigos de barra de supermercados, sistemas de
posicionamiento geografico, etc.
La comprension acabada de estos temas requiere del estudio de las especialidades de
ingenieria, sin embargo, en este curso aprenderemos los fundamentos que nos permitiran
tener un entendimiento basico de los principios en que se basan las aplicaciones
tecnologicas listadas anteriormente.

Desde el punto de vista de la descripcion del fendémeno partiremos adoptando las siguientes
propiedades basicas de la carga eléctrica:
e La carga eléctrica es una propiedad fundamental de la materia, como la masa o la
capacidad calorica.
e En lanaturaleza la carga eléctrica se da en dos formas:
o Electrén (e) con una masa de 9.1066E-31[kg], la cual se define como carga
negativa.
o Protén (p) con una masa de 1.67248E-27[kg], la cual se define como carga
positiva.
e Ambeas particulas poseen carga de igual magnitud pero de signo opuesto.

Para entender mejor la interaccion de las cargas conviene dividir el estudio en dos partes.
La primera parte considera que no hay movimiento de cargas, es decir, las particulas se
encuentran en estado de reposo, mientras que en la segunda se considera la interaccion de
cargas en movimiento. De esta froma, primero abordaremos situaciones estacionarias
(electrostatica y magnetostatica) y luego incorporaremos las variaciones temporales
(corrientes y campos variables en el tiempo).

La teoria que describe matemdaticamente estos fendmenos fue formulada alrededor de 1865.
Mediante el uso de campos escalares y vectoriales se puede resumir toda la teoria en cuatro
ecuaciones, llamadas ecuaciones de Maxwell. Desde aquella fecha hasta nuestros dias se ha



producido un enorme desarrollo de aplicaciones tecnoldgicas en practicamente todos los
campos del quehacer humano, pero la teoria basica no ha experimentado mayores cambios.

En esta primera parte revisaremos los principios que rigen a la carga eléctrica en estado de
reposo, mas conocida como Electrostatica.

10



1.2 Ley de Coulomb

1.2.1 Descripcion

Es una ley experimental, que fue descubierta en 1785 por el coronel francés Charles
Augustin de Coulomb. El coronel encontrd que la magnitud de la fuerza experimentada por
una particula con carga q; en presencia de otra particula con carga q; tiene la forma:

‘ ql/qZ‘

= kﬁgz [N]= ‘qu/ql‘

(1.1)
Recordemos que IN=1 Kg-m/seg”.
r
[ L J
qi R 92
Figura 1. Fuerza de Coulomb
O sea:
1) Es directamente proporcional al producto q;qq,
i1) La fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia R

Adicionalmente, se encontr6 que:
1i1) La fuerza tiene la direccion de la linea que une q; y q2
v) Si q; y g2 son de igual signo se repelen, en caso contrario se atraen.

Asi, la ecuacion de fuerza queda

_ kq,q, .
ql/ig2 = Rlzzr [N]

(1.2)

1.2.2 Dimensiones

Dado que [k'q'q2]=[F'R*]=Kg'm3/seg® <> masa-distancia’/tiempo”

Existe libertad para escoger las unidades de la constante K o de la carga q (pero no ambas).
En el sistema MKS se define la unidad 1 Coulomb (C)' para las cargas y corresponde a la
carga de 6x10'® electrones. Asi, para un electron la carga es

[C]e] =-1.6030x10""[C]~ -1.6x107"[C]

! Mas tarde veremos que esta unidad es util en el caso de las corrientes donde se cumple 1 Ampere = 1 C/seg.
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Con esta definicion experimentalmente se encuentra que:

k= =9><109[Kg0m3/C2oseg2
4r g, (1.3)
2
y definiendo la unidad Farad [F] = €€ 1a constante €0, llamada permitividad del espacio
m
libre, corresponde a
10’ 12
gy =—5 =8.8541x107"*[F /m]
47 c

donde c es la velocidad de la luz.

EJEMPLO 1.
Comparar la fuerza de repulsion eléctrica con la fuerza gravitacional entre 2 protones.
Solucion:

® ®

q+ D qt+

Figura 2. Médulo fuerza entre cargas.

Gmpmp

e (14)

Fuerza Gravitacional de atraccion: F, =

2
Fuerza eléctrica de repulsion:  p — ki; (1.5)

2 -1
Gm’/ 2
F, D? kq .

= = (1.6) G~10™
2 2
F, kq %2 Gm

£_9x109[—1.6x10_19 C 9x10°x107°  9x10°x10" 107

e

F 1010 [1.6><10_27 ]2 T 10107 1071 = 10710

g

Asi, la fuerza eléctrica es 10*® veces mas intensa que la fuerza gravitacional, por lo que las
dos particulas debieran separarse. A partir de este simple ejercicio podemos extrapolar
algunas conclusiones:

e Lamayoria de los objetos en nuestra vida diaria no estan cargados (de otra forma se
veria nitidamente su efecto),

e A nivel molecular la gravedad es despreciable como fuerza.

e Entre planetas la fuerza eléctrica es despreciable frente a la gravitacional.
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e Toda carga eléctrica es un multiplo entero de la carga de un proton (igual al electron
con signo opuesto).

1.3 Campo Eléctrico

Para expresar en forma mas rigurosa el concepto de fuerza eléctrica se usa el concepto de
campo eléctrico. Consideremos el arreglo de cargas de la Figura 3.

f F Fq2/q1
[ [
q 942

Figura 3. Fuerza entre cargas

Llamemos qu/ql a la fuerza que siente q, debido a q; y escribamosla de la siguiente forma

n _ a7 1.7
F, =q,- (1.7)
q2/ql 2 472'80 | 7 |2
B} = ar
Como ,_ 7 =>F, =¢|——| (1.7.1
,,zm a2/q1 %{47[80 ||’7||3} ( )
A la expresion E = % se le denomina campo eléctrico producido por la carga q;. Con
TTE ¥

esto, la fuerza que siente la carga g en presencia de dicho campo es Fg, /g, =¢,E- En

términos matematicos £ corresponde a un campo vectorial, es decir, una funcion que
asocia un vector a cada punto del espacio. Fisicamente corresponde a una perturbacion
eléctrica en todo el espacio producida por la carga q;.

Generalicemos el resultado anterior al de una carga q ubicada en la posicion 7 ' en un
sistema de coordenadas de origen O como en la Figura 4.
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O

Figura 4. Campo Eléctrico de carga puntual

La expresion del campo eléctrico en un punto 7 de este sistema es

E=—1""T)_ Ny 1)
Are, || 7 =71

Las dimensiones son de fuerza sobre carga eléctrica® | E no esta definido en el punto
F=F!

Notar que en este analisis q; y q, son cargas puntuales, es decir, no tienen dimensiones
espaciales. Un modelo mas preciso de las cargas requiere suponer que existen
distribuciones en volumen en donde se reparte la carga. Por ejemplo esferas de radioay b
respectivamente, segiin se muestra en la Figura 5.

a b
q H;_V )
| v

Figura 5. Modelo de cargas puntuales

El modelo de cargas puntuales implica que se cumple a, b << ||r-r’||

Dado que numéricamente la carga de un electron es muy pequena (1.6E-19[C]), es posible
definir matematicamente el campo eléctrico como:

_ F
E = lim <+
qg—0 ¢
(1.8)

Estas dimensiones son equivalentes a volt dividido por metro [v/m] en sistema MKS como veremos mas adelante.
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1.4 Principio de Superposicion

Consideremos n cargas qi, q2, q3,......, n localizadas en posiciones 7,7,,...,7, segun se
muestra en la Figura 6.

q,
® ‘12. o 4

4 n
Figura 6. Sistema de Cargas Puntuales

Luego la fuerza resultante que siente una carga q localizada en r es la suma de las fuerzas
que cada particula ejerce sobre ella, es decir,

F =q~E1+q-E2+...+q-En =qZEk
k

q

donde g _ 47 —7) .(1.9)

S B
4rey || 7 =7 ||

Asi, la fuerza puede expresarse como
F,=q-E (1.10)
donde

Este campo E es el campo eléctrico resultante de la interaccion de todas las cargas en el
punto 7. Asi, el campo eléctrico de un conjunto de cargas puede obtenerse como la
superposicion de todos los campos individuales de cada una de las cargas. Este es el
llamado Principio de Superposicion.

Una manera alternativa de ver esto es considerar el campo eléctrico como una funcion
lineal de la carga. Por lo tanto, satisface las condiciones de linealidad de una funcién

cualquiera E(q1 taxq,)= E(ql)+a><E(q2)- (1.12)
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EJEMPLO 2.
Considere 2 cargas puntuales de 1 mC y -2 mC (m=mili=107) localizados en (3, 2, -1) y
(-1, -1, 4) respectivamente. Se pide calcular la fuerza sobre una carga de 10 nC (n = nano
=10") dispuesta en (0,3,1). Calcule la intensidad de campo eléctrico en la posicién de dicha

carga.

Solucion:

_2X10_3[C;l

Figura 7. Fuerza entre tres cargas puntuales.

La expresion de la fuerza es

Donde

= F=

10°-10°F-7) 10°-2:10°F -5) (1.13)

F= 4 — -3 4 3
wey 7=l we |7 =7

4rs,

(f—ﬁ):(—3,1,2):>|\7—;3|\3=[ (—3)2+(1)2+(2)2]3=[\/174]B=\/1743=14‘/a
(F-F)= a3 =7 -5 = WO T @ v (307 ]
- [Vas | = J(26)" =26+26

10-9-10°(-3,1,2) 10™"-2-9-10°(1,4,-3)

=(-6.507,-3.817,7.506)mN

1414 26126
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Luego el campo eléctrico es

E:

10~

1.18
107 (1.18)
E = (-650.7,-381.7,750.6)-10°[ N/C] 6 [V/C]

= (~6.507,3.817,7.506)

EJEMPLO 3

Dos cargas puntuales de masa m y carga q cada una estdn suspendidas desde un punto
comun mediante dos hilos de masa despreciable y longitud /. Muestre que en la situacion de
equilibrio el angulo & que forma cada hilo con respecto a la vertical satisface la expresion

q° =167 g,mgl’ sin® atga
si o es muy pequefio muestre que
2

~3

16 7 g,mgl’

Solucion:

Figura 8. Equilibrio electroestatico

Por la situacion de equilibrio (estamos en electrostatica) se cumple:

Fe = Tsin o _ Fe _ Sin o (119)
mg =T cos a mg  Ccos «

2
Sabemosque F =— 949  (1.20), luego —4  —otea (121
aue k. 47e,(2Usiner)? (1.20) 8 dre, - Al%sin"a giga (1.21)

q° =16zemgl’sin’atga (1.22)
sig<<l=>sina > a ,cosa—>1 = tga—>«a

2
reemplazando obtenemos ¢* = 167e,mgl’a’ -a , Soog=s— 9 (1.23)
1672¢,mgl’
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EJEMPLO 4

Se dispone de un material que cae por un tubo desde un proceso minero. Dicho material
esta compuesto de varias sustancias de donde interesa separar particulas de cuarzo cargadas
positivamente de particulas de fosfato de roca cargadas en forma negativa. Para ello se idea

el sistema de la Figura 9 en donde se aplica un campo eléctrico horizontal de
E=500.000[v/m].

Particulas

de fosfato Particulas de cuarzo

Figura 9. Movimiento de cargas

Suponiendo velocidad y desplazamiento inicial nulo (boca del tubo) y una relacion
carga/masa de ambas particulas igual a ¢/m = 9 [ C/Kg.] (1= micro = 10°®). Se pide
determinar la separacion horizontal de las particulas luego de caer 80 cms.

Solucion:
Suposicion: A pesar de que las cargas se mueven, aqui so6lo usamos la fuerza electrostatica
y despreciamos la interaccion entre las cargas en movimiento.

F=m-a F=FX+F,p (124)
2
=g E=m"3 (1.25) “mg=m®Y
dt
2 2
¢-500000 = m 9 X L=y /_[
dt dtz
q d*x d /I
=-500000 = —- _ _Y
m dr: gt+cy, = ”
_ d*x /I 2
9:10 G'S'IOSZW y(f):—%+c3t+c4
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2
dt dt

2
x(t) = 4’? +ct+c, =)= —%tz
ClL  x(t=0)=0

)'C(t:O):0:>x(t):4;t2

Se pide la distancia entre las cargas luego de desplazarse 80 cm en el sentido del eje y, o

S€a

9.8
=-08=-"-+
Y 2

Resolviendo se encuentra que esa distancia se alcanza en un tiempo #* = 0.1633.
Reemplazando este tiempo en la ecuacion para x(z) se tiene:

:>x(t)=%~0.1633

= x=0.3678m
-~ distancia = 2x = 73.47[cm]

Propuesto

Resuelva el mismo problema suponiendo que ahora se tiene una estimacion de la velocidad
maxima de salida del material por el tubo vmax= 10m/s y se requiere calcular el campo
eléctrico de modo que se separen 1 m todas las particulas de cuarzo y fosfato antes de que
caigan 80 cm.

1.5 Campo Eléctrico de Distribuciones Continuas de Carga

Habiamos dicho que cuando se tiene un conjunto de cargas puntuales el campo tiene la
expresion:

q,

o a(F=7) (1.26)

m4r e, |7 =7 I q,

7
0
Figura 10.Campo de sistema de cargas

Por extension, cuando se tiene una distribucion continua de carga tenemos > —J y gq—dq
(dq ubicada en r'). Con ello la expresion para el campo queda
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P! (7—?)3016](1.27)
Amey pl|F =7

Examinaremos 3 casos: Distribucion de carga lineal, superficial y en volumen.

1.5.1 Distribucion Lineal

En este caso se tiene una densidad lineal A(7") [C/m] de modo que el elemento diferencial

de carga es dqg=A(7")d!’ seglin se muestra en la Figura 11.

N

dg = A(l')dl'

Figura 11. Distribucion Lineal de Carga

(1.28)

Luego la expresion del campo es

=7 iyl (1.29)

= 1
E=4 ,[ = =3
ey || 7 =7

EJEMPLO 5.
Considere una distribucion lineal de carga A que se extiende de A a B a lo largo del eje Z,
como se muestra en la Figura 12. Se pide calcular el campo en todo el espacio.
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Figura 12.Campo de distribucion rectilinea

Solucion:
Consideracion fisica inicial: El campo tiene simetria azimutal, es decir, la magnitud no

depende de ¢.

F=(x,y,z)=xf+y}'+zl€
7'=(0,0,2") = z'k

|7 =rIP= [0 < =)
dl =d'

A(l)y=A, constante

}(?—7') =(x,y,z—2")

1 %2 (xi+y+(z-z)k eds

E=
4rg, z\'[xz +y? +(z—z‘)2]3/2

- z' o z,' i’ z,’ _ vl€

E= 4 ik 7 dz'+f 2 o5 dz'+ (z=7) R
4z g, Z.'[x2 +y° +(z—z')2] z"[xz +y’ +(z—z')2] zl'[x2 +y? +(Z—Z’)2]

Necesitamos resolver 2 tipos de integrales, para lo cual usamos las siguientes propiedades
geométricas de la configuracion

. z—z'
sinq = G2 ] (1.30)

Cahdy (1.31)

[x2+y2+(z_zv)2]l/2

CoOSax =



(1.32)

1/2

tga—[x ™ ]

Resolvamos ahora el primer tipo de integral.

a) ZI xd? hagamos el cambio de variable z-z'=atgar con a’=x"+y’
3/2
Z,‘[x2 +y? +(z—z’)2]
=dz'=-a(l+tg’a)da
- J. xdz' % x[—a(1+tg2a)]da
2P2 T o o 5 o P2
2+ +(z-2) alx"+y +a’tg’a
B xfax”‘ﬁ da
/2
@ [1+Zg20{]]
1+tg2a—l+ sin'a _ 1!
ademas cosla costa
x ¢ X X
entonces I 5= Jcos ada =——sina Zf:—z[sinoe1 —sina, |
oo T s
Suponiendo que en el punto A z'=z'; y en B z'=7'; se tiene
. z—z'
Sina :l R : 1/2J
X" +y +(z—-z")
sina, = 222
27 (.2 2 n2 /2
[x +y +(z—2z,") ]'
Luego las dos primeras integrales corresponden a lo siguiente:
) xdz' x z—z,' z—z,'

3/2

(x? +y2)_[x2 +y° +(z—zl')2]1/2 [xz +y? +(z—-z,") ]

z]'[xz +y? +(z—z')2]

z,! ' '
y z—z, z—Zz,

ydz

) /2

3/2

z,'[x2 +y? +(z—z')2] (x? +y2)_[x2 +y° +(z—zl')2]”2 [xz +y? +(z—22')2]

Resolvamos ahora la tercera integral.

b) | (z-2")d?' usamos el mismo cambio de variable
[x +y° +(z—z’)2]3/2 =dz'=-a(l+1g’a)da

(z-z")=atga, a*=x"

1/2

+y°

22




_“atga I:—a(l + tgza)] da

3/2
b [az +aztg2a:|
ai“z tga da

S a |:1-¢—tg201:|l ’

o .
1 J- cosa sina
—— d
a cosa
]

1%
a:—fjsinada
a
@

1 @ 1
=—cosa | =—(cosa, —cosa,)
a “a
1 1

[24rs-2y] [Foree-ay]

1/2

Asi, tenemos finalmente:

z—-z z-z,

E=_2 ' - | )
4z &, [x2+yz—|-(z—zl’)2]”2 [x2+y2+(z—22’)2]]/2 (x2+y2)

s : - ! i
[x2 +y2 +(z—z2 ')2]1/2 [x2 +y2 +(z—z1 ')2]1/2

Casos particulares:
a) z,'=0,z,'= o, distribucidn lineal semi-infinita

— A z xf+y}' k
:>E:4 - 21/2"'1 2, 2 T2, 2 )2
&, (x +y +z) Xty [x +y +z]1

b) z,'—> —,z,'= o0 distribucion lineal infinita

E= A 141 xf+yj' luego, i - A xiA+y]A'
dre, x*+y? 2, | x* + y?
y en coordenadas cilindricas:
y

e

Figura 13. Cambio de coordenadas

|
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2 2
x°+ . A
A'y 'DA. .'0 cos¢i + singj = p
/D szn¢Jq
x*+y* pt p
E=—t
27y p

Notar que el campo no esta definido para p = 0.

1.5.2 Distribucion superficial de carga

En este caso se tiene una densidad superficial 57 [C/m?] de modo que el elemento
diferencial de carga es dg = o(7')ds segin se muestra en la Figura 14.

e ds: elemento diferencial de area

Figura 14. Distribucion Superficial de Carga

Aqui ds = ds(7") y la ecuacion del campo eléctrico queda entonces

E(r) = jj r)"(”)ds (1.33)

4re, || 7
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EJEMPLO 6.

Considere un disco de radio R, el cual posee una distribucion de carga superficial o

constante. Se pide determinar el campo en el eje z, segiin se muestra en la Figura 15.

z
AV
o=cte [C/m?]
R
7' \QS’
..... -

Figura 15. Disco uniformemente cargado

Solucion:
Los vectores de posicion son
7 =(0,0,z)
}_;': (x'ﬂy'70)
Luego,
F—r'=(-x",—y"2)

El campo eléctrico en el eje z es
i—yj+ zl:f)O'

E(7)=(00.2) =] (== _ds
s 47r80[x'2+y'2+22]3
Usaremos coordenadas polares:
xv2+y|2 — p.2
ds'= p'dgdp'
@=27 p=R A I
~ 'p+zk
E(2)= j .[ h pp2 Zz 7 op'dédp’
g=0 p=0 4ng, [p' +z ]
por simetria
E(z) = Ek ,
0 sea
p=R 12 " A
J’ __PAp'p =0  (probarlo)

3/2
0 [,0'2‘{'22]
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i,DTR Z,O'dp']é
2¢, p:0[ '2+22]3/2

- oz ~1/2 [P=R A
E :—[— 2 4z? ]Z, k
(2) 2, (p z ) -0

— ozl 1 1 A
LE@)=— | —————— |k
lezi (ﬂ

= E(2) =

Caso particular:

R—o0, plano infinito =
- oz A
E =

® 26| z|

(o)

—k
T 2¢g,

o)

Figura 16. Plano infinito uniformemente cargado.

Notar que el campo es constante y s6lo cambia de signo cuando el eje z pasa por cero. Més
tarde veremos que este resultado es importante para el estudio de conductores.

1.5.3 Distribucion Volumétrica de Carga

Consideremos una distribucion de carga en volumen representada por el campo escalar
p(7") [C/m’] de modo que el elemento diferencial de carga es dgq = p(F")dv' segun se

muestra en la Figura 17.

£

Carga
distribuida en
un volumen Q

0 dg=padv'

Figura 17. Distribucion volumétrica de carga
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La expresion para el campo eléctrico es:

EJEMPLO 7.

1
E(r)—4”$0”1 |

Donde la integral se calcula en todo el espacio €2 donde hay carga.

~F)pdv' (1.34)

el

Se tiene una distribucion esférica de carga total Q y radio R. Se pide determinar la densidad
de carga p en toda la esfera suponiendo que ella se distribuye uniformemente.

Solucion:

>

4

Carga total Q

Figura 18. Esfera cargada

La distribucion de carga p cumple con

I pa =0

donde el elemento de volumen dv es

Reemplazando,

dv=rdOrsin@de¢dr
dv=r*sin0d6d¢dr

2r 7

jlf [ [ pr’sin 0d6dpdr = Q

%/_/
1-(-D=2

(
Ifj pr(—cos ) dpdr = O
00

R
[pr?2-2zdr = Q
0

R3
p—Aa4r =0 = p = 30

3 47R?

o>
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EJEMPLO 8.
Determine el campo eléctrico producido por la distribucion de carga del Ejemplo 7 para

r> R en todo el espacio.

Solucion:

~o

Vs

X,

Figura 19. Campo eléctrico esfera cargada.

La expresion para el campo eléctrico es

R 27 (3 _ 3!
Ery=— ] (r_ V_)f;dv (1.35)
472'(90() 0 ()||I"—7"'||
(r)(#)

Usando coordenadas esféricas
7'=r'sin@'cosd'i + r'sin@'sing' ] +r'cos'k
7 = rsin@cosdi +rsin@sing + rcosbk

con ello la expresion para el campo queda

p B2 ((rsin @ cos ¢ — r'sin 0’ cos @')i + (rsin Osin ¢ — r'sin O'sin ¢') ] + ( cos 6 — ' cos 0")k) 2

E(7)= sin0'd@'d¢' dr'

4mey 5 00 |7 =7
El problema ahora es resolver esta integral. jTarea ardua!
Por ello en general se recurre a simplificaciones para resolver este tipo de problemas.

Veremos aqui una variante. Dado que el problema presenta simetria esférica, basta con
calcular el campo en el eje z (ademas al integrar sobre ¢’ las otras integrales se anulan).
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Figura 20. Coordenadas esféricas

Asi, calculamos la componente en z del campo, es decir,

E =E@) k=L [[[- L av.k (1.36)

R IS
Desarrollando el producto punto
(F=F)-k =| F=7"|| -cosar

donde z—r'cosd’ z—r'cosd’

cosq="————_—=
|7 =7 N2+ =221 cost’
ademas dv =r"sin@d0'dg'dr'
F=zk
Reemplazando
P H dvcosa
T Amey || F -
P p Rrcosor' sin@'d6'dg' dr'

z

4rey v 0 0 lz2 +r'2—2r'zcosé"J

R2rm

I

26,00 [zz +7 —2r'zcos€']

o 1N 12 '
g _P (z—r'cos@")r smt39/2 40'dr

z

No depende de @'. Realicemos hora las integraciones en las otras variables.
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Rz g 112 o '
EZ=L (z—r'cos@")r s1n36?/2 40'dr
28500 [22 + 721"z cos 6’]

A
zr'? sin0'dO' dr'

3/2
[22 + 721"z cos 6"]

—
—_—

3 cos'sin 6'd6' dr'
[zz + 7' =2r'zcos 6"]3/2

B

p Rrm
Ezzi J..[
00

!

R 2 12_ A~ 2 "
A=z |:[Z +7r'°2r ZCOSH] } g

0 2r'z

0
R R

AZl.[[ 2 12 T2 12 }' =] 1 2 1 7 [rdr

20Lz" +r° 20z 27+ 2r'z 20l (z+7r)" (z—1")

1 ]‘i r'dr .Ifr'dr' z+r'=x, =>dr'=dx,
2[0(z+r")? fz-r r'dr'=(x, — z)dx,

z+R _ z—R _ L d "= —dx.'
A:%{J. (x, zz)dx1 +J- (z xzz)dxz} z—r'=x, =>dr X,

X, X, r'dr'=—(z —x,)dx,

A=—| | — -z stz | — -z B

1|:Z+R dxl Z+Rﬁ z—-R dx2 ZR&:|
2

X, X, X5 X

z z z z

Se llega finalmente a
_R’p (1.37)
- g,

como existe simetria radial, el campo en todo el espacio tiene la forma

E

¥4

Rpr (1.38)

7

E(F)=

y si usamos el hecho de que 0= 47R’ p , también podemos expresar el campo eléctrico
3
como:
— or 1.39
E(F)= — ( )
4r| 7| &
Veamos un camino mas corto (pero también mas dificil de imaginar). Notemos que se
cumple
—(z—r'cosB)

32
[22 +7r'?=2zr'cos 49']

d -1/2
= |22 +r'2—2zr'c056”] =

Luego podemos escribir la integral como
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R2rm 2 o3
P (z—=r'cos@)r'sin@
E="lr o d0'dr
2g) O[Z +7r'"=2r ZCOS@]3
p fdr, 12 .,
E :——jj—[z +7' —2r'zcos9’] r'“sin@do' dr'
2e, 7 0 dz

Observemos ahora que
d /2 -1/2 .
9 z’ +r'2—2zr'cost9'] :[zz +7'?=2zr' cos H’] zr'sin 6’

luego podemos escribir la integral como

z ——2L*J‘ J‘f— : +r'2—2r'zcost9']”2d¢9'dr'
gy dzy oz do
, == P i_lf;[(22+l"'2+227")”2—(22+r'2—22r')1/2]dr'
2¢, dzy z
. =—Lij§r—'ﬂz+r"—‘z—rﬂa’r'
26y dz ) z

Si suponemos que z>R luego|z +7’ =2r', luego

U
—‘z—r

por la simetria radial, el campo tiene la forma

Rpr (1.40)

-2
17 &

EF)=

Al introducir la carga en funcion de la densidad se obtiene el mismo campo calculado
anteriormente

07  (141)
ar) 7 | e,

E(F)=

Dado que el calculo directo de los campos se dificulta con la evaluacion de integrales, es de
suma utilidad el uso de programas computacionales en aplicaciones practicas. Ademas, en
muchos casos facilita los calculos la Ley (o teorema) de Gauss que veremos a continuacion.
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1.6 Ley de Gauss

1.6.1 Conceptos Matematicos Incluidos

Antes de ver la Ley de Gauss conviene repasar los siguientes conceptos de calculo
vectorial.

1) Concepto de Flujo. Consideremos un campo vectorial A definido en todo el espacio y
una superficie S cualquiera como se muestra en la Figura 21.

Superficie S
ds=ds-a,
a, Vector unitario normal a S

Figura 21. Concepto de flujo

Se define el flujo y de A através de la superficie S como

Y= ” Aeds  (1.42) Integral de superficie del
s

producto de dos vectores’

Notar que ¥ es un campo escalar que depende del sentido en que se escoja el vector
unitario 4, . Para superficies cerradas

‘Pzﬁ;loclg
N

3 El simbolo ® se usara para designar el producto punto de dos vectores.

32



Superficie
cerrada S _

—
‘

Figura 22. Flujo en esfera cerrada.

i1) Teorema de la divergencia

ﬁ}i-ds :”jv-;idv (1.43)

V(s)

donde V es el volumen contenido por la superficie cerraday V es el operador

V= 8_1 + 6_] + % en coordinas cartesianas.
ox Oy 0Oz

Si 4 = E campo eléctrico, entonces  representa el flujo de campo eléctrico. Interesa el
caso de superficies cerradas.

W ={[EedS (1.49)

1.6.2 Ley de Gauss

La ley de Gauss establece que el flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada
S es igual a la carga total encerrada por dicha superficie (Qr) dividida por la constante &.
Asi:

W= fjEeds =< (1:49)
s &
Dado que g, = J‘ “' pdv para una distribucion volumétrica entonces:
4

fizeds = ot (140

Abhora si aplicamos el teorema de la divergencia
ﬁE 0 dS = ”_[V o EdV = L'[”pdV dado que esto es valido V volumen V,
s v & "y
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entonces

Vel =" (147)
&y

Esta ley provee un método muy facil para calcular el campo eléctrico.

Es usual definir el vector p = o f como Vector Desplazamiento (ya veremos que en

medios materiales tiene un significado fisico importante), de modo que la ecuacion anterior
se escribe como

VeD=p (1.48) Estaecuacion esla 1* Ecuacion de Maxwell.

EJEMPLO 8.
Calcule el campo eléctrico en todo el espacio producido por una distribuciéon homogénea de

carga p dispuesta en una esfera de radio R.

7 0 g dS = ds7
/// \\
/ N
l/ \\
2 SR | \
/ - \‘*:\\\ \
/ - =1 S \
1 7 ro N ‘\
v R L
! |
e g , — v
(A > /
RN < ! g
SN ~ | -
\ .o D \‘\,' POl
\\ LT // Superficie S,
\ W esfera de radio r
N\
\\ v

-

Figura 23.Distribucion esférica homogénea de carga.

Solucion:
Parar>R

ﬁE-cE:% , cong -4 )
& 3

| E(r) ||es constante para 1 fijo y por simetria E(r) apunta en la direccién 7 en
coordenadas esfeéricas, es decir, E(7)= E(F)#» luego
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Il
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O =
oy
—_
N
~
~>
[ ]
=N
)
=.
=
>
QU
>
U
)
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ASS
~>

wo= [27E(F)r® sin 0d0 = 27E(F)r’ [sin 6d6
0 0

= E(F)2r r*[- cos 0] =4x r’ E(F)

Reemplazando = 4m°E(F) = %ﬂR3p

3

. R .

E(}") = 37p r
Para r <R tenemos:
ffEeds =4m’E(F)

y la carga encerrada por S es

2

0= 149
00

S — )

X,

Figura 24. Flujo superficie esférica.

N
N

Il
O —_
O a3

pr’ sin 0d0d gdr = p| [ r* 27 sin 6d Gdr
00

3

Oy O —

= p[r*2x(—cos )] dr = 4np | ridr = 4
0
luego:
, o Anr I ro .
4rr Er) = p=E(F)=—/pr
3¢, 3¢,
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Graficamente:

N
[E|

.3 S
3

(O8]

\%

R

Figura 25. Campo de una esfera.

Asi, de acuerdo a la Figura 25 el campo es maximo en la superficie de la esfera, desde
donde decae en ambos sentidos.

Este ejemplo sirve para comprender mejor el modelo de cargas puntuales. En efecto, si
deseamos calcular el campo en las cercanias de una carga puntual debe recurrirse a un
modelo parecido al desarrollado en este ejemplo, en donde se ve que el campo justo en el
centro de la particula es cero.

Conviene puntualizar algunos aspectos de la Ley de Gauss:
1) La ley de Gauss es util cuando hay simetria, o sea cuando se puede “sacar” la magnitud

del campo eléctrico E de la integral de superficie, es decir, cuando se puede efectuar la
manipulacion

I =~ Qoal
E-ds=FE@Qds = F ==L
ij g & f}ds
S

i1) La ley de Gauss es valida para todo el espacio.
ii)Aplicarla requiere cierta destreza (la que se logra con practica). Por ejemplo
consideremos que tenemos una carga puntual en presencia de una distribucién en volumen

como la mostrada en la Figura 26. Se desea calcular el campo en todo el espacio. Una
solucion simple consiste en aplicar superposicion.
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q: q:

Il
+

Figura 26. Superposicion aplicada.

En este ejemplo no es posible usar directamente la Ley de Gauss en la configuracion inicial
(lado izquierdo) y, por otro lado, la integracion directa resulta de gran complejidad. Sin
embargo, al aplicar la superposicion se resuelven separadamente los campos para la
situacion de una carga puntual sola, y luego la de la esfera. El campo total sera la suma
directa de ambos campos.

1.7 Potencial Eléctrico

Hemos visto que los campos eléctricos son originados por cargas eléctricas, ya sea
puntuales o distribuidas espacialmente. Introduciremos ahora el concepto de potencial
eléctrico el cual esta asociado al trabajo o la energia de un determinado campo eléctrico.
Adicionalmente, este concepto de potencial eléctrico entrega una manera alternativa, y en
general mas facil, para obtener el campo eléctrico.

1.7.1 Trabajo de un Campo Eléctrico

Supongamos que deseamos mover una carga puntual q desde un punto (A) a otro (B) en
presencia de un campo eléctrico £ como se muestra en la Figura 25.

Figura 27. Trabajo de Campo Eléctrico.
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La fuerza que experimenta q debido al campo eléctrico es F = ¢E, de modo que el trabajo

que debe realizar un agente externo para mover dicha carga una distancia infinitesimal
dl es
dW =—F edl (1.50)

El signo negativo indica que el trabajo lo hace un agente externo (por ejemplo un dedo
empujando la carga). Si dW es positivo significa que el trabajo lo realiza el agente externo
(0 sea el campo eléctrico se opone al desplazamiento de la carga en el sentido de d/ ). Si
dW es negativo significa que el trabajo lo ha realizado el campo eléctrico (no ha sido
necesario empujar con el dedo).

Luego el trabajo (externo) realizado para llevar carga desde el punto A a B es:
B B N R
W=[aw =—q[Eedl (1.51)
A A

Dividiendo W por q se obtiene el trabajo por unidad de carga o, equivalentemente, la
energia por unidad de carga. Esta cantidad, llamada Vs, se conoce como la diferencia de
potencial entre los puntos A y B. Asi:

Vi, :V—V:—jE-aq‘ (1.52)

9

Notar que:

1) A es el punto inicial y B el punto final del desplazamiento.

i1) Si Vap < 0 el campo eléctrico es quien hace el trabajo (hay una pérdida en la energia
potencial eléctrica al mover la carga desde A a B). En caso contrario es un agente externo
quien ha realizado el trabajo

111)Vap se mide en [J/C], lo cual se denomina Volt [V]. Por ello es comun expresar el

campo eléctrico en [V/m]

EJEMPLO 10.

Supongamos una carga Q fija en el origen y una segunda carga q ubicada a una distancia 4.
Se desea calcular el trabajo necesario para llevar esta segunda carga a una distancia »
segun se muestra en la Figura 28. Calcule ademas Vas.

Figura 28.Trabajo carga puntual.
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Solucion:

Campo: E = 0 —7 (1.53)
4rs,r
B —_
Trabajo: W = _qJ. E edl (1.54)
A
W=q[- 2 ei=—q- LU
- 4re, drey

11" 1 1
4re, r drey |1y 1,

r,

Notar que sir o <t g(como en la Figura 28) el valor de I¥ resulta negativo si q y Q son del
mismo signo. Sabemos que para este caso las cargas se repelen, por lo tanto el campo de Q
es quien realiza el trabajo (y no un agente externo).

La expresion para la diferencia de potencial Vyp es

VABzw_Q[l_l} (1.55)

q 4ne,|ry 1y

Esta expresion no depende de q sino que de la carga que produce el campo E , en este caso
Q. Este resultado permite definir de manera mas general el potencial eléctrico como
veremos a continuacion.

1.7.2 Definicion de Potencial Eléctrico

Para el ejemplo analizado anteriormente Vs representa el trabajo por unidad de carga que
es necesario realizar para llevar una carga entre los puntos A y B. Si dejamos variable el

punto B se genera la funcién
v, =-2 {1 _1} (1.56)

dre, | |7 7y

esta funcion permite evaluar el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para
llevar una carga desde la posicion 7, a cualquier lugar definido por el vector 7 .

Si ahora hacemos tender 74 — o, obtenemos

V(F) = o 1_ 0 (1.57)

4re, r  4me, ||F||

Esta expresion representa el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para traer
desde el infinito una carga hasta la posicion 7, cuando existe una carga Q en el origen (la
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carga que produce el campo eléctrico E). Esta expresion se define como la funcion
potencial eléctrico de la carga Q y corresponde a un campo escalar definido en todo el
espacio. Para generalizar este resultado consideremos la situacion de la Figura 27.

|
N

Figura 29. Potencial eléctrico carga puntual.

Asi, en un sistema de referencia cualquiera la expresion general para el potencial eléctrico
asociado a una carga q en la posicion 7' es

vy=—d L v] 1.57)
4rgy || 7 =7

Dado que V es una funcidn lineal con la carga, también aqui se cumple la propiedad de
superposicion, 1.e., para n cargas g,,q,,...,q, S¢ cumple:

V(i) = q‘_ —+ qi — ..+ qﬁ —
4”50 ||r_rl H 4”50 ||I”—I”2 ” 471'50 ||I”—rn H
N o  (1.58)
= V=) ——F——
z47f8@ lr=r

Andlogamente al caso del campo eléctrico, para distribuciones continuas de carga se tiene

V(F) = 1 i1l dq'  (1.59)

4re, v |7 =7l
y dependiendo de la distribucion de carga es

V)=

1 I/l(? "dr'

(1.60) Para lineal
e,

|7 =7l

V(F)= ! ” O—Er )EIVS (1.61) Para superficial
e, ||¥=7"]|

V(F)=— I P )‘_Z'V (1.62) En volumen
e, *57 |7 =7

Donde A, o y p corresponden a las densidades de carga lineal, superficial y de volumen,
respectivamente (campos escalares en la variable 7).

EJEMPLO 11.
Se tiene una linea de largo / con distribucion de carga A cte en el eje z.. Se pide demostrar
que el potencial producido por esta distribucion lineal de carga en el plano medianero
(x,y,0) puede escribirse como:
A ( l+sina
In -
l-sine

J (1.63) donde tga =

472'80 2p
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p es el radio desde el origen a un punto cualquiera del plano medianero. Exprese el
resultado en coordenadas cartesianas.

Solucion:
Consideremos la Figura 30.

Figura 30. Potencial linea cargada.

Los vectores son
F=(x,y)=xi+y] = pcosgi + psing J r'=z'k
luego,

1 z'=l/2 dZ'ﬂ, /1 1/2 dZ'
=V(x,y) = [ =

1/2 1/2
Amey =212 (xz +yi 4+ z'z) 47e, -i/2 (p2 + z’z)

Haciendo el cambio de variable

z'= ptgl
dz'= psec’ 6d0
se tiene
pA % sec’ d6 A%
Vix,y)= | NTE [secado
4re, g p[l +1g 6’] 4z, o
V(x,y)= lldww+@®%
4re, ‘

tg 6, :—L:GI =-a
2p
/
tgd,=—=86, =«
2p

V(x,y)= [ln(seca +tg a)— In(seca + tg(—a)]

7€,

Vi) = A ln( o, senaj T B S sen(—ar)
4rme, | \cosa cosa cos(—a) cos(—a)
A

4re,

V(ix,y)= [ln(l +sen a) —In(1-sen a)]

Vi(x,y)=

1+ sena}
In
4re, | 1-sena

De la geometria de la Figura 30 se cumple
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sen@g=¢+——
[(1/2)2 n ,02]1/2
luego
14 1/2
? 2)"2 2 2 1/2
V(x,y)= ~ ((”2) +/’) o (o> +1 /4)”2+1/2
472'80 1— 1/2 472'80 (pZ +12/4) _1/2

027 + p2]”

2 2 2 1/2

Ve (x> +y2+1 /4)1/2+z/2
2 2 2

s, | (2 + 3> +12/4)7 =172

1.7.3 Relaciones entre Potencial y Campo Eléctrico

A partir de las relaciones de trabajo desarrolladas para cargas puntuales habiamos visto que
la funcidn potencial entre dos puntos 4 y B corresponde a

B
Vi =-— I Eedl yhaciendo B=t1 y A— o, obteniamos la funcién potencial como
A

V()= [Eedi (1.64) donde V(r=ooy=0

En el caso general el potencial puede no ser nulo para r— oo (por ejemplo cuando hay
distribuciones de carga infinita). Recordemos que la definicidon obtenida a partir del trabajo
nos conducia a la expresion

B
Vi =V ~Vy=—[Eedl
A

que representa el trabajo por unidad de carga para trasladar una carga desde el punto A al
B. Por lo tanto al dejar variable el punto A=r, la expresion del potencial queda

V(r) :—ondi+V(r = B)

El valor que adquiere V' (r = B)es llamado referencia o potencial de referencia (o voltaje
de referencia V,.s). Por ello, la expresion general del potencial eléctrico es

V(r)=—-[Eedl +V,, (1.65)
ref
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Notar que dado que es un valor constante, al calcular el trabajo entre dos puntos cualquiera
se cancela. Para simplificar la notacion es comun asignar un valor nulo a la referencia, es
decir, V_, =0.

rej

Del desarrollo anterior se cumple la relacion

VeV (F)=—EF) (1.66)
El campo eléctrico se obtiene a partir del gradiente de la funcién potencial.
EJEMPLO 12

Considere una distribucion de carga lineal infinita segun se muestra en la Figura 31.
Calcule el potencial en todo el espacio.

z,k
A
....................... TN
N
i i
hi | —! > A
| i Vs
A !
:”’_ -~\\\|
’.\ .......... e, |’ j
x’l \\\\‘ _",’

Figura 31. Campo y potencia de linea cargada.

Solucion:
Aplicando gauss a la superficie S tenemos

DjEOdSZQT—(S)

80
dS =rd6-dzr

27 h

[[] EedsS = j j E(F)F o rd@dz#
00

D]EOds:E(r)

Por otra parte, la carga total encerrada es Q, (s)=h4,. Luego, en coordenadas cilindricas el
campo vale
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Fo_t

28,7y

Apliquemos ahora la definicion de potencial eléctrico.
¢t A
Vir==[ " redl +V,
jof 28,7

escogiendo un radio para realizar la integral de linea dI' = dr7. Por lo tanto,
t A
v ==[-"—dr+v,

jor 2E0TTT

Vr)=- A In(r/ref)+V,,
28,7

Analizando esta expresion vemos que el potencial en el infinito no es nulo, ya que la
funcién potencial diverge. Por ello, se escoge la referencia para un valor arbitrario de r. Por
ejemplo, para r=ref hacemos Vref =0. Asi, la expresion para la funcidon potencial de esta
distribucion infinita de carga queda finalmente,

A
V(r)y=—-—"—In(r/ref)
28,7
1.7.4 Ecuacion de Laplace y Poisson

Habiamos visto que
VeV (F)=—E(F)

Tomando la divergencia a ambos lados obtenemos
Ve(VelV(F)=-VeE() (167)
Si usamos la 1* ecuacion de Maxwell llegamos a

Ve(VeV(i))=-L (1.68)

€y

VWV (F) = _p) (1.69) ecuacion de Poisson.
)
Cuando no hay carga tenemos:

V¥ (#) =0  (1.70) ecuacion de Laplace.

2 <7 . .
El operador V~ se conoce también como el Laplaciano. En coordenadas cartesianas es
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VW = [—H— +— ] [6V 6V kj
y oz

2 2
:>VV*6V+61,/+ I,/
o’ oyt o

(1.7)

Asi, el Laplaciano de un campo escalar es también un campo escalar.

Hemos demostrado que el potencial eléctrico satisface la ecuacion de Poisson en las
regiones donde existen fuentes de carga y satisface la ecuacion de Laplace en las regiones
sin carga. Adicionalmente se requiere definir condiciones de borde para resolver los
sistemas de ecuaciones diferenciales resultantes. Asi, una manera alternativa de obtener el
campo eléctrico es resolver la ecuacion de Laplace (o Poisson) cuando se conocen (o se
pueden inferir) las condiciones de borde.

EJEMPLO 12.

Para la configuracion de la Figura 32 se sabe que el potencial en los planos semi-infinitos
definidos por V(¢=0, p, z) =0y V(¢=n/6, p, z) = 100 V. Se pide calcular el calcular el
potencial y el campo para la region entre los semiplanos (no incluido el eje z, o sea p = 0).

A

z

v

Figura 32. Potencial entre placas.

Solucion:
Claramente V depende s6lo de ¢, por lo que la ecuacion de Laplace en este caso es

18V
Vi ————0 1.72
(@) 7 oF (1.72)

Dado que p=0 esta excluido del célculo esta ecuacion se convierte en

v
pr 0 (1.73)

cuya solucion es de la forma y = 44+ B.

Aplicando las condiciones de borde obtenemos para ¢=0 el potencial V=0, es decir, B=0.
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Usando la otra condicion de borde para ¢=n/6 tenemos

100=A47x/6
4 600
T
Luego el potencial es
y_ 600,
T
y el campo
= 1oV .,
EF)=-VeV(r)=——"4
p O
= Er)=-"2
7P

1.7.5 Campo Eléctrico Conservativo

Otra propiedad importante de los campos eléctricos se obtiene a partir de la propiedad
matematica asociada a un campo escalar 7 (7), los cuales satisfacen la identidad

Vx(Vf)=0. (1.74)
Asi, dado que VY (7)=—-E(F) = Vx E =0 en electrostatica’.

Luego, para una superficie S cualquiera del espacio se cumple

[[VxEeds=0 175

N
y aplicando el teorema de Stokes

[[VxEeds= §Eedl (1.76)

s c(s)

Donde C(S) es el contorno que limita a la superficie S. Podemos escribir entonces

q {Eedl = {Fedl =Wneto=0 (1.77)
Ccs) (S
Este resultado implica que el trabajo neto realizado por el campo eléctrico en una
trayectoria cerrada es nulo. Es decir, la fuerza proveniente de un campo electroestatico es
una fuerza conservativa.

Ahora veremos los campos eléctricos en la materia. Pero antes debemos definir el concepto
de dipolo, el cual es la base para esos estudios.

4 . . .
Veremos luego que esto cambia cuando los campos son variables en el tiempo.
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1.8 Dipolo eléctrico

1.8.1 Definicion Dipolo

Un dipolo eléctrico se compone de dos cargas idénticas pero de signo contrario, las cuales
se encuentran forzadas (por algin medio) a mantener distancia d constante entre ellas, tal
como se muestra en la Figura 28.

Figura 33. Dipolo eléctrico.

Se define p =gdr (1.78) como Dipolo eléctrico o Momento dipolar. Notar que la suma

neta de las cargas de un dipolo debe ser nula y que el vector 7 apunta desde la carga

negativa hacia la positiva. Las unidades del dipolo son [Cem)].

1.8.2 Potencial Eléctrico de un Dipolo

Consideremos la configuracion de la Figura 34 donde 7; es la distanciade QaPy 7, esla
distancia de —Q a P.

y.J

I%] =7 » d cos 6= d cos &
. A\
X,i K? Q

Figura 34. Potencial de un dipolo.

El potencial de esta configuracion evaluado en el punto P es:
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R A _Q(l_lJ

Tane, |7 || Areg |5 || e, \[R] R

V(F) = 0 [Al-]A]
4zg [l

Interesa el caso cuando 1y, r>>d, o0 sea, cuando podemos aproximar

i elrs | =)+ A) =77 =A% = [ | ~ 2
Ademas,
r,—1, =dcosd

0 [d "259} (1.79)
,

=)=,

Dado que d cos@ = dk e # y si definimos d = dk y p= QJ , la expresion del potencial
eléctrico producida por el dipolo se puede escribir como

. ___P*F  (1.80)
V(r)= -
4re, || 7|1

En el caso general, el dipolo esta ubicado en un punto cualquiera 7' (vector que define la
posicion del punto medio del dipolo) como en la Figura 33.

A

z,k

~)

X,i

Figura 35. Potencial del dipolo en sistema de coordenadas arbitrario.
En este caso el potencial eléctrico tiene la forma
vy = P2 (181)

drg, |7 -7

EL campo eléctrico de un dipolo se calcula a partir de E = -V .
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EJEMPLO 13.

Calcule el campo eléctrico de un dipolo P = pk ubicado en el origen como se muestra en

la Figura 36.
Solucion:
F'=0
_ per
Vir)=————
O e 77T
_ cosd
V() =222
4re,r

Sabemos que E =-VV,y en coordenadas esféricas

VvV = a—Vf+la—V0A+ L oV,
or r 060 rsin@ O¢

V solo depende de 'y 6, luego

VIV = pcosd (— 2r’3)? + L (— sin0)9
4rs, r 4re,

~E=P (2cos6r +5in69)
4rs,

El campo resultante no depende del angulo azimutal, ya que la configuracion presenta
simetria segin ¢. Ademas, para el caso &= 90° el campo sélo tiene componente segin 4, es
decir es perpendicular al plano x-y.

Para puntos muy alejados del dipolo el campo eléctrico y el potencial disminuyen con la
distancia segun las expresiones

1 1
E(p)oc—, V(p)ox—
r r

Asi, su efecto decae rapidamente con la distancia (un exponente mayor que en el caso de
cargas puntuales).

49



1.8.3 Dipolo de un Conjunto de Cargas y Distribuciones

Por extension, también se define el momento dipolar para el caso en que se tiene un

conjunto de cargas ¢,,q,....,q, tal que su suma neta en nula, i.e., qu =0, tal como se
k=1
muestra en la Figura 37.

q,

Figura 37. Dipolo de sistema de cargas.

Para este sistema se define el momento dipolar eléctrico como:
n
P=2q,%;
k=1
Claramente para n=2 se tiene p =q,7, +q,7, , pero ¢, = —q, = 0, entonces
p=0(7 —-7)=0d segun habiamos visto. Notar que no depende del origen.

Para el caso general de una distribucion volumétrica de carga el momento dipolar asociado
es

p=(ll7dg = [} v

Figura 38. Dipolo de distribuciones de carga.

EJEMPLO 14.

Se tienen 8§ cargas dispuestas como en la Figura 39. Se desea saber el efecto de agregar una
novena carga Q al sistema.
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Figura 39. Dipolo de 8 cargas.

q;

Se sabe que las cargas satisfacen las relaciones 0= _iq’ (1.82) y

calcular el momento dipolar en los casos:

i=1

a) Carga Q se ubica en el centro del circulo,
b) Carga Q se ubica en la posicion x = -d/4. Donde d es el didmetro del circulo.

Solucion:

-9

P =

8

(1.83) Se pide

a) Tomando el centro del circulo como origen del sistema de referencia se tiene

B iq_ X7 +0x0=0" (1.84) En este caso no existe momento dipolar.

i=l1

b) En este caso

Figura 40. Dipolo 9 cargas.

q;
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El momento dipolar es

p=-0—i (1.85)

Luego podemos reemplazar esa distribucion por el dipolo:

v, j N
Q Q

— 44— >
a- x,i
4

Figura 41. Dipolo equivalente.

Esto es lo que se veria desde una distancia 17 |9 d.

1.8.4 Potencial a grandes distancias

Habiamos visto que para distribuciones en volumen el potencial eléctrico es

V()= m”“ e

dre, || 7 —

el termino en serie de la forma:

1 1 7ef' ..Términos de Orden Superior

RS

=7

y reemplazando en la expresion del potencial
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= V()= AR e T ey« T0S

7] HrH
‘ﬂ]/?( Dav'+ L2l Fp(Fhydv + TO

Vir)=

4 50” | drz, oH I

Ve

S

V(f) — QTotal

— + T0S
e |7 4ze ||

3

Claramente el primer término corresponde al potencial de la carga concentrada en un solo
punto, mientras que el segundo término corresponde al potencial de un dipolo. En general
cuando se tiene una distribucion de carga vemos:

1) Desde muy lejos, solo la carga total

11) Desde mas cerca, pero lejos todavia, dos cargas, es decir, un dipolo
ii1) Desde mads cerca aun, cuatro cargas, cuadripolo,

v)etc.

La relaciéon con la distancia de los campos y potencial eléctrico de las distintas
configuraciones se muestran en la siguiente Tabla:

Tabla 1. Campos en configuraciones multipolares.

Configuracion Potencial Eléctrico Campo Eléctrico
Una carga qe ocl/r o 1/1
Dos cargas qe o 1/1° o 1/1
(Dipolo) -qe
Cuatro cargas o 1/1° o 1/1
Dos dipolos ge -qe

-q. q.
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1.9 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1

Se tiene una esfera de radio 100 cm que tiene una distribucion volumétrica de carga dada
3
por p(? ) = :’(;0 & [C /m’ ] Se desea anular el campo en el casquete ubicado a 90 cm del

centro. Para ello se dispone de las siguientes alternativas:
a) Una carga que debiera ubicarse en el origen. Indique monto de la carga.
b) Un casquete esférico de radio 50 cm con densidad superficial de carga constante
o . Indique el valor de o .
¢) Un casquete esférico de radio 150 cm con densidad superficial de carga
constante o . Indique el valor de o .

Solucion:

La idea es con las distintas alternativas provocar un campo eléctrico que anule el de
la esfera para r= 90cm, es decir que tenga el mismo valor absoluto pero distinto signo que
el provocado por la esfera para ese mismo radio.

Primero calculamos el campo al interior de la esfera utilizando Ley de Gauss.
Consideremos que la esfera posee radio R, y que la densidad de carga de la esfera es

3
= 3 —
p(#)=kr’ donde k = 00 Eo
Debido a la naturaleza del problema conviene trabajar en coordenadas esféricas
(,6',¢", donde:
e 7' esladistancia al origen.
e (@' es el angulo azimutal.

e @' es el angulo superior.
Luego, dS'=r"-sen(p)dpdf y dv'=r"sen(p)dr-dp-d0

Figura P.1.1
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Queremos calcular el campo eléctrico al interior de la esfera para cualquier radio, el
que definira una superficie S, por lo tanto calculamos parar <R

QTnmL (S)

Tenemos que ﬁ E-dS =
s 0

La carga encerrada por la Superficie Ses O, (S) = ”j p(F)dv'
Q(S)
2rw r
Or (8) = [[ [ Ko sen(pydrdgdo
000

16

Orpa (8) = 277'[— COS((/))K: ]{K %

r 6
— 4”.K.r_
6

0
6

Luego O, (8) = 47K~

6
- ﬁE-dS —4r K
s 6,

Por simetria esférica, podemos suponer que el Campo Eléctrico es radial: E(F) = E(r)?
Lugo, el flujo eléctrico es: [ﬂ. E-dS = [U E(r)rr"-sen(p)do-db-r
N N

Y ([[ E@yrr-sen(pydpd6r = EGryr* {[] 7-sen(p)ydpdo-
S =E(r)r’ jl-/[
_ 4ﬂ.1<.6”_;
= E(F)= K-g_;)-f (Campo en el interior de la esfera).

Debemos anularlo para la distancia de 0.9 mt. Examinemos las alternativas:

a) Supongamos una carga Q en el centro de la esfera, con Q por determinar.

El Campo eléctrico producido por una

Carga puntual, ubicada en una posicion

7', sobre 7 es:
E(,—;)_ Q (l"—l")

s

Con 7'=0y 7 = r7 tenemos que

- Q 7
E ()= —
o(") dr-g, 1’

Figura P.1.1.1
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Por el Principio de Superposicion, tenemos que:

E (F)=Egy,(F)+Ey(F)  paratodo r <100 cm.
En particular, esto es valido para r = 90 cm. Designaremos como r; a este radio
particular. Determinaremos el valor de Q tal que, E,(¥)=0 , para r=r,

- 4 = r4 ~ ;
E.(F)= K7y Q r =0 . Entonces, —K-——r = 0 —
6s, 4me 6¢g, Az, 1
. . 6
Finalmente, 0=- 4r f i

Reemplazando con los valores numéricos: 0 =-5,910"[C]

b) Consideremos un radio r, = 50 cm., EI Campo eléctrico al exterior de un casquete
uniformemente cargado con una densidad superficial de carga o, lo calculamos por
Gauss:

D']. Ed§ — QTotaL (S)

o
La carga total encerrada por la superficie S , de radio
12 €s;

Op () =[] odS'

Como o es constante, [ﬂ[ odS' =c4rr,
N

Figura P.1.1.2

4!

Por lo tanto, |ﬂ Eds=2""" y por simetria esférica, E(7)= E(r)F
s 2

= [ﬂ[ E-dS = E(r)r*-4n
N

2

o4rr.

= E(r)r’dr= 2

&
2
=, or, A
= ECasquete (7") = 2 T
&

Por el Principio de Superposicion, tenemos que:

ET (r)= EEsjéra (F)+ Ec

asquete

(¥) paratodor<100cm.
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En particular, esto es valido para r; = 90 cm.. Determinaremos el valor de Q tal
que, E, (7)=0.

ET (l_/i) = EEsfera (’_ﬂ;) + ECasquete (l_/i)

4 V2
:>[K~ d +G—r2j-f=0

2
6, &
2 4
o s
2 _ .1
a2 K 6
&'h &
6
v
=o0=-K—5
67,
o 4l C
Reemplazando los valores numéricos: o =—1,88¢107" {—2
m

¢) Consideremos un radio r3 = 150 cm., El campo eléctrico provocado por un cascarén
uniformemente cargado al interior de éste es nulo, pues la carga encerrada al aplicar la
ley de Gauss sera cero. Veamoslo matematicamente:

Parar<r;

o

ﬁE.dﬁ:QTLl(S)z()
s €y

Entonces: E,,, quere ) =0

Con esto de observa que cualquier casquete con
alguna densidad de carga, cualquiera que esta

Figura P.1.1.3 sea, no provocara campo eléctrico al interior de
el, por lo tanto no podremos anular el campo en
algin r, en particular r = 90cm con esta
alternativa.

= No existe ¢ tal que el campo eléctrico en r = 90cm sea nulo.
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PROBLEMA 2

Se tiene un disco circular de radio a cargado con una densidad superficial de carga o
como se muestra en la figura P.1.2 Se pide:

a) Calcular el potencial en el eje z.
b) Calcular el campo en el eje z.
Solucion:

a) Recordando que la férmula para el
t7z Potencial Eléctrico de wuna distribucion
superficial de carga es:

V() = 1 IJ-O'(?)'dS’

- =
drey *g Hr—r

Para nuestro caso (trabajando en coordenadas
cilindricas):

o(F) =0,

Fl=php
Figura P.1.2 dS' = p"dp'-do’
Los limites de integracion seran o' (0,a) y 8" € (0,27).

3
Entonces || — 7’” = (p’2 +z? )2

Luego:
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b)

E(F)=-VV(F)
(7 0 |- 0 2 2\l 2
:E(F)Z_E{zzo (|Z|—\/a +z )}z
E(F) =20 (i z ]-2
= H0 2¢, |Z|\/c22+z2

= |E(F) = ﬂ(i_%}g

2¢, |Z| a’+z

PROBLEMA 3

La figura P.1.3 muestra un tubo de rayos catddicos como los usados en los
televisores. El tubo produce un flujo de electrones que entran con una velocidad inicial de
vo en la direccion horizontal, a un espacio limitado entre dos placas. Estas placas tienen
densidades superficiales de carga dadas por +o y -o, lo cual provoca un campo eléctrico
perpendicular a ellas. A una distancia L de las placas se encuentra una pantalla de largo 2S.
Determine lo siguiente:

a) Lavelocidad con que los electrones salen de la region entre las placas (considere
velocidad en las dos direcciones).

b) La condicion sobre la distancia L para que ningun electron salga de la pantalla

(de largo 2S).
Datos: d=10e-7 m. M =9.107e-31 Kg.
W=3m q=1.602e-19 C
o =10e-21 C/m’ £,= 8.854e-12 F/m
S=10cm vo = 3e+4 m/s.

v

A
\4
A
\ 4

Figura P.1.3
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Indicacion: Considere que el campo eléctrico es cero fuera de la region entre las placas.
Considere asimismo, que existe gravedad.
Solucion:

F=ma

Donde F =F dentro de la zona de placas. Como F, .. =qE, debemos

eléc trzca peso

calcular el Campo eléctrico producido por las placas paralelas.

Debido a que el ancho w de cada una placas es mucho mayor, que la separacion
entre ellas, d, podemos considerar que el Campo es el producido por la superposicion
de dos placas con densidad de carga de signo opuesto. Para determinar el campo
eléctrico en esta zona, necesitamos saber el producido por una Placa cargada con una

densidad o uniforme.

Considerando un disco delgado de radio a con
densidad de carga uniforme y, se sabe que el

campo eléctrico en el eje Z es:

E(F)= (| | z J -z (problema anterior)

Figura P.1.3.1

. = z
Si a— oo ,entonces E(r)= Y.z | | 'z, lo cual equivale a:
28, |z

E(F) = Y.z , si estamos sobre el Disco, y E(¥) = —%-2, si estamos bajo el disco,
) €
suponiendo que i estrictamente positivo.

En el problema utilizaremos los ejes X, y con los vectores unitarios i, j,

respectivamente.
_
X T O A
; S
Vo
IR
vd
N >le
w L
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+o

Figura P.1.3.2

Para este sistema de placas,

En las regiones I y en III los campos se anulan ( por
ley de gauss carga total encerrada nula). En II se
refuerzan, es decir se suman los efectos de ambas
placas, quedando un campo que va de la placa con
carga positiva, a la placa con carga negativa.

Luego, E(F):—g‘]', si ye[i,ij
&, 2 2

/2
11 l
i -d/2

111

Figura P.1.3.3
= ﬁ;léctrica = qE = _ﬂj
80

Sea O =—¢q

Tal que —Q =-1,602-10" [C]

Como condicidn inicial, podemos suponer que los electrones salen por el medio de la
zona de placas, con velocidad solo en la horizontal.

Con esto: F

+

eléctrica

=m-a

peso

Qo

0

Ecuaciones de movimiento:

A

Segiin i : De la ecuacion anterior, vemos que no hay fuerzas que acttien sobre el

eje X

=>mi=0
= X=cte=v,

= x(t) =v,t+

G

Como x(t=0)=0 = C;=0

= x(t)=v,t.

Existe un tiempo t; tal que x(t;) = w; Entonces vy't;=w:

w
luego: t, =—

Vo
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Segiin j : Ambas fuerzas (eléctrica y de gravedad) acttian sobre el eje Y

m-j}:—mg+Q.G
2
. e
:>y:Q -8
m-g,
) Qo )
= yt)=| =—-g [t+C, comoy(t=0)=0,=C,=0
me,
: X
= (0 =| 2 —gJ-t
m-g,

. 2
= y(t)= nQT—Z—gJ'%JrOpueS y(t=0)=0
0

Vo .. , .
Evaluando en ¢, = (tiempo que demora un electron en salir de las placas)
w

#(t) = (@— g]ﬂ A y)= [@— g}w—z
me, Vo mé, 2v,

De esta manera, hemos encontrado tanto la posicion de salida, como la velocidad de salida
del sector de las placas bajo los campos eléctrico y gravitatorio.

— ~ ‘O W A

Luego: vsalida = VOI + Q - g _J
me,

b) Necesitamos ahora las ecuaciones de las particulas a partir del instante en que dejan las

placas hasta que llegan al la pantalla de largo 2S. Para estas nuevas ecuaciones ya

tenemos las condiciones iniciales, las que vienen dadas por continuidad, por las
ecuaciones antes encontradas.

V(t=0)=v,1 + (_Q'J — gjl. ]
-

&y Vo

2
_ - ¥ WA
F(t=0)=wi +(—nQ1 —gj-—z =)

& Vo

El electron se ve afectado por una unica fuerza, la que corresponde al de gravedad
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I
3
QY

peso

Ml + myj — _m.g.]‘

Segiun i :No hay fuerzas segin x
= mx=0
= X=cte=v,
= x(t) =vyt+C,; Comox(t=0)=w Ci=w
= x(t)=v,t+w.

Existe un tiempo t; tal que x(t,) = L; Entonces v, ¢, + w=L:

L—w

Luego: ¢, =
Vo

Segiin j : Tenemos solo la fuerza de gravedad
=> my=-m-g
= y=-g
= J(0)=-g-1+C,
Aplicando la condicién de borde

= (=)= [5“ g}ﬁ=€3

"€y Vo

= y'(t)=—g't+(£ g] -
m:

€ Vo
Ahora, determinamos la posicion:

(r)——g—{Q"—gJW—’w

2 & Vo

We=0)=C, =(Q'“ —g}w—z
p

2
& 2v;

o wt ‘o w
= y(t)——gg{g gj'—+(Qf—gj‘—2
me, Vo meg, 2v;
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Ya que con el tiempo ¢, tenemos que la particula impacta en la pantalla, para que no

se salga, en el peor caso, y(t,)=-S.Con t, = Low
Vo
2
L—w L—w Yo w(L—-—w o3 w’
:}y(l‘z 5 j:-gu( 2) +[Q _g]. ( > )+[Q _gJ. 2=_S
v, 2, me, vy me, 2vy

Después de poco de trabajo algebraico, se llega a una Ecuacién de Segundo grado
para L:

. . . . 2
L2—L-2w(g—£—l]+w2[l+£—g]—2s—vo=0

me, me, g

Para discernir datos sobre esta ecuacion, se sustituimos los valores entregados, en el
Discriminante, resultando este ser positivo. Por ello, esta ecuacion posee Raices Reales y
Distintas. Tomaremos la que sea positiva, o en el caso de que ambas sean positivas, la de
menor modulo.

. . . 2 . .
LIZW{Hg_gJiL Jw_%+4wz.[g_&}[g_l_&j
' me, 2 g még, még,

Para los valores del problema, la solucidon que nos sirve, es:

L =4319,03439{m]

Como comentario: A pesar de que sea un valor muy alto, es razonable, debido a la casi nula
masa del electron y su velocidad muy alta.

PROBLEMA 4

Considere el sistema de la figura P.1.4, el cual se compone de dos planos infinitos,
separados a una distancia d, conteniendo densidades de carga oy y -0, respectivamente.
Entre los planos se ubica una esfera sélida que contiene un material cargado el cual puede
superponerse con una distribucién volumétrica constante py.
Se pide:

a) Calcular el campo eléctrico en el centro de la esfera.

b) Calcular el campo eléctrico en un punto A situado en el plano meridiano a una
distancia L del plano derecho.

64



¢)Si una particula de carga —q y masa m se ubica a una distancia 8 del centro de la
esfera en el eje z, (no importa direccion). Calcule la ecuacion de movimiento de la particula
y obtenga la posicion en el eje Z en funcién del tiempo.

/ "Po

(o]} —G)
Figura P.1.4

Solucion:

a) Lo primero sera encontrar los campos provocados por las placas y la esfera por
separado para asi por superposicion encontrar el campo total.
En este caso buscamos el campo entre las placas dentro de la esfera.
Utilizando un resultado del problema tres, tenemos que para una placas el campo eléctrico
esta dado por:

O =2/
Para este caso
Placa 1: Consideramos la placa con carga positiva para y mayor que cero
= E(7) =203
2¢,

Placa 2: Consideramos la placa con carga negativa para y menor que cero
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= E(F) == (-})

2¢,

:E(F):%]‘

0

Esfera: La esfera genera un campo con dependencia radial (;). Utilizando la ley de Gauss
(para r < d/2) obtenemos que:

E(r)-4zr’ :&-iﬂr3
g 3
S E=Lrer
3¢g,

Evaluando esta expresion en el origen obtenemos que £ =0

esfera

Finamente tenemos el campo total estara dado por:

E E,  +E, +E =ﬂ}'
&

total = planol plano2 esfera

o

b) Debemos calcular el campo para un punto A como se muestra en la figura P.1.4

Placas: Ambas placas producen campos en sentidos opuestos, por lo que se anulardn en
cualquier punto que no esté entre las placas, esto se aprecia en la figura P.1.4.1. Para un
punto a la derecha de ambas placgs

k

7§

g -

Oy —Oo

Figura P.1.4.2
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Luego el inico campo que aporta es el producido por la esfera.

Esfera: Utilizaremos la ley de Gauss para calcular el campo.

Ocupando ”E o dS = Q@% , calculamos el campo producido por ella:
0

4r(dY 7d’
Qenc :fﬁpOdV:T(Ej pOZ 6 pO

esfera

ﬁEwﬂ = E(r)-4m”

casquete

3
o

Con ello concluimos que el campo fuera de la esfera es 5
24r° - g,

. . d
El punto A se encuentra a una distancia r = 5+L del centro de la esfera.

Luego reemplazando este valor en la expresion del campo se obtiene que:

_ d’- N
E= '002 r
d
24[2 +Lj &
c)Tenemos que :
F=ma
donde
F= qE con E= E(r =z)+ Epzacao—ﬂ (x=d/2)+ Eplaca—o‘o (x=d/2)

FoPEf, Tos
3g, &

(Notarqueenr =z F=k )

F=q| 22;+29 |=ma
3¢g, &

separando por componentes, se obtiene:
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Eje z:

4Pz _ -
3¢,

Se propone la solucion de la forma:
z(t) = Ae™™

= 9P gt — o e
3¢,

qap,
3g,m

_ [um,
= z(t) = Ade V"

= o=

Luego, como
z(t=0)=0 =>A4=0

—_ M[
= |z(t) = Se Vo

PROBLEMA 5

En la Figura P.1.5 se muestra una distribucion lineal de carga Ao, infinita, la cual es
rodeada por la distribucién volumétrica de carga, que en coordenadas cilindricas tiene la

forma p(r,0,z) :&, la cual se extiende hasta un radio r = a. Entre ambas densidades
r

existe la relacion A, = -27ap,

a) Calcule el campo eléctrico en todo el espacio
b) Calcule el potencial eléctrico en todo el espacio
c) (Cuadl es el trabajo que el campo calculado en la parte a realizaria para traer una

carga q desde el infinito a la posicién r = a?
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z.k

or,8,2)= ]
"

-

L J
=
AR

Figura P.1.5.1
Solucion:

a)Calcularemos los campos eléctricos producidos por ambas distribuciones de carga para
luego encontrar el campo total por el principio de superposicion, es decir el campo total

sera la suma de ambos.

Para la distribucidn lineal

”E-dE = ng con E(r)=E(r)F

En la integral:
ij-d§= ”E(r)-ds =E(r) ”ds = E(r)-2mL

Manto Manto

Pero: Qe =MoL
Entonces podemos escribir:

E(r)-2zrL =A,L

:E(r):zL;

Entonces el campo eléctrico producido por la distribucién lineal:
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E(r) = F

Ahora, para la distribucion volumétrica:

[[E-ds = & con E(r)=E(r)f

Tenemos dos casos:
1) Para r<a

Qo [[E-ds

&

2

:ij [ j&rdrdﬁdz:l?” d5
80 0 0 0 r

N 2zpyrL _ E(r)-2xrL
&)
= E(r) =21
Eo
Pero:
Ay ="2map, = po= _to
2rwa
By =22 ¢
27waso

2)Parar>a

Qenc_ —'. .
. —”E ds
:»if zj T&rdrdedz:ﬁjf~d§
o o o7
2mpgal

= =E(r)-2zrL
80

= E(r)=2£27
réo
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Aplicando nuevamente la relacion entre las densidades

Finalmente el campo en todo el espacio estd dado por:

( Ao B Ao
E(r)z 2xree 2maco
0 Parar > a

jf Para r < a

b) Para calcular el potencial se sabe que:
—IE-a’F =AV con dr =drr
lI)Parar<a

V.(r)=— j E-dF
:—J( Ao - Ao jr'drf
W\ 27mreo  2mago

Ao J-(l ljd ~
= ———drr
2nco o\ r a

0

2) Parar>a
Vz(r)=—IE-d?=—JO-drf:O+K=cte

Para encontrar el valor de esta constante, nos basamos en la continuidad del campo
eléctrico y por ende el potencial
Vir=a)=V,(r=a)

K- alo

472'80
N alo
471'50
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Finalmente el potencial en todo el espacio es:

c¢) Tenemos la que el trabajo esta dado por:
W=[F-d=qE-dr

~ A
Para a> 0 tenemos que £ =0=V(r)=cte= az0

Ao
W:qu.d;:qIE-dfzq[V(”)

=\W= qDm
41go




b)

1.9 Problemas propuestos

PROBLEMA 1

Considere el sistema de la Figura PP.1.1, en el cual se conocen los valores para el potencial
eléctrico en los planos cilindricos definidos por los radios r=a, donde el potencial es nulo, y
r=b donde vale V.

—

Figura PP.1.1

Suponiendo que los campos solo dependen de 1, se pide:
Calcule el campo eléctrico para a<r<b y angulos menores a o (region I).
Si ahora este espacio (region I) se rellena con una densidad de carga en volumen

p(r) =kr?, calcule el nuevo campo eléctrico en esa region.

PROBLEMA 2
Se tiene una cinta de ancho 4a cargada con una con una densidad superficial de carga 6. A

la cinta le falta un pedazo en forma de circunferencia de radio a, tal como se ilustra en la

Figura PP.1.2. Para esta configuracion determine el vector campo eléctrico y el potencial en

Figura PP.1.2.

el eje z.
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PROBLEMA 3
Se observa la siguiente distribucion de carga:
e El tubo macizo interior posee radio a y una densidad homogénea p, .

e El cilindro intermedio posee un radio interior b y un radio exterior c. Ademas de
una densidad homogénea p,.

¢ El manto exterior posee una densidad homogénea superficial o y radio d.
e Todos los elementos son infinitamente largos.

Calcule E en todo el espacio.

CAPITULO 2. PROPIEDADES DIELECTRICAS DE LA MATERIA

‘ 2.1 Introduccion

Hasta aqui hemos visto las propiedades de la carga eléctrica en el vacio. En este capitulo
veremos la forma que adoptan los campos eléctricos en la materia. Por materia
entenderemos una distribucion de carga que se mantiene restringida a un espacio definido.
En términos generales hay tres clases de materiales:

I. Dieléctricos o aislantes: donde las cargas so6lo pueden desplazarse en torno a su
posicion de equilibrio
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II. Conductores: donde las cargas pueden moverse libremente en la superficie o al
interior del material

III. Semiconductores: un material que presenta en distinto grado (generalmente con un
comportamiento muy no lineal) las propiedades tanto de dieléctricos como de
conductores

Conductores son tipicamente los metales como el cobre y el aluminio. Aislantes son
materiales como el vidrio y las ceramicas, o liquidos como el aceite. Semiconductores son
aleaciones especiales compuestas de silicio o germanio. Estos ultimos se usan en la
fabricacion de chips para PC. En este curso solo estudiaremos los dieléctricos y los
conductores, ya que la gran mayoria de los materiales corresponde a una combinacion
directa de estas dos clasificaciones.

2.2 Modelo de los Materiales Dieléctricos

En los dieléctricos las cargas no pueden desplazarse libremente y so6lo pueden producirse
pequetias rotaciones en torno a un punto de equilibrio fijo segun veremos a continuacion.

2.2.1 Materiales No Polares

Para entender el efecto macroscopico de un campo eléctrico sobre un material dieléctrico
consideremos un atomo de un dieléctrico formado por una nube de electrones cuya carga
negativa neta es —Q y un nucleo fijo consistente de cargas positivas con carga total Q,
segun se muestra en la Figura 42.

© ©

@ Q
@ ©
© ®
©

Figura 42. Modelo de 4tomo.
Al aplicar un campo eléctrico externo la configuracion de cargas experimenta una leve

deformacion segiin se muestra en la Figura 43 (se desprecian los efectos de los propios
campos de las cargas entre si):
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Figura 43. Atomo en presencia de campo eléctrico.

Desde una cierta distancia (mucho mayor que las distancias atomicas) esta deformacion
puede representarse mediante un dipolo de la forma (ver Ejemplo 13):

Q -Q

< e

d

Figura 44. Representacion mediante dipolo.

Asi entonces, al aplicar un campo externo el material presentara pequefios desplazamientos
de sus electrones en torno a una posicion de equilibrio, los cuales pueden representarse a
través de dipolos.

Notar que en este modelo, el material no posee dipolos con antelacion a la aplicacion del

campo externo E  Por ello estos materiales se llaman no polares.

2.2.2 Materiales Polares

Existen otros materiales, que por su estructura molecular poseen dipolos en forma natural,
los cuales se encuentran generalmente orientados en forma aleatoria’, tal como se muestra
en la Figura 45. Estos materiales se llaman polares (constituidos de moléculas polares).

Existen unos materiales llamados ferroeléctricos en los cuales existe una polarizaciéon permanente en ausencia de campo
eléctrico externo, aunque su numero es muy reducido en la naturaleza.
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o\
__ En ausencia de @

@ @ E,P=0

Figura 45. Elemento de volumen en un medio material polar.

En estos materiales, al aplicar un campo eléctrico externo se produce una alineacion de los
dipolos:

; |2Y oo
—_— 5 —
Q@

Figura 46. Medio material polar frente a un campo.

En estos materiales tampoco se produce una traslacion significativa de cargas ya que su
estructura atémica impide el movimiento (fuerzas inter-nucleares).
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2.2.3 Vector Polarizacion

Seglin vimos, en los dieléctricos s6lo se produce desplazamiento de cargas en torno al
punto de equilibrio. Asi, para un elemento de volumen del material dieléctrico (polar o no
polar) tendremos una nube de dipolos como se muestra en la Figura 47.

!
Elemento de Volumen Av

Figura 47. Elemento de volumen en un medio material.

Definimos el vector polarizacion P (mayuscula) como el momento dipolar por unidad de

volumen de un dieléctrico, es decir,
N

0,d, P

k=1

M=

P = Lim l
Av—s0 AV’ ool Av'

Donde los N dipolos p, se encuentran en el volumen ay.

2.3 Potencial Eléctrico en la Materia

Consideremos ahora la expresion del potencial eléctrico producido por el elemento de
material de volumen a,’, segiin se muestra en la Figura 48.

AV’
s

0

Figura 48. Potencial eléctrico de elemento de volumen.
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Si suponemos que el elemento de volumen Av' puede representarse por un dipolo
equivalente 45 - p.av, €ntonces el potencial en una posicion 7 sera:

dp
—
PAv'e(7F —7")
= 2.1 = .
@D P :Vector polarizacion

- — 3
47[80 ||r -7 '||

PO(r r) ,
g, m o ' (2.2)

Donde Q es el espacio del medlo material en donde estan los dipolos. Sabemos por otro

lado que
L (probarlo)
= (2.3)
lF=71 771
Luego podemos escribir
o= ( —'j" Y
utilizaremos ahora la identidad Ve f4 = fVe A+ 4 Vf, con ello
V{P} = V"m'v'{*—lﬂ} *
:V(r)_—m V-P}d ' (2.6)

El teorema de la divergencia establece que
va Adv = UCJA ds (2.7)

S(Q)

y aplicandolo a nuestro desarrollo
P-ds vV.P
V(F) = — dv' (2.8)
4re, @) ||r 7 || 4re, m ||r r
Si escribimos el elemento diferencial P.dS = P- ﬁdS podemos escribir el potencial como
_ 1 Pe ﬁa’s y
V(r)= ﬁ — m — (2.9)
472'30 S(Q) HI" —l"H 471'80 Q H}" — H

2.4 Distribuciones de carga de polarizacion

Ahora recordemos que para distribuciones de carga en el vacio teniamos las siguientes

expresiones para el potencial:

p(r )dV
gy j | j —— (2.10)

En volumen:
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En superficie: V(F) = 1 Ho'ff')fls' (2.11)
4reg, s Hr—r'H

p(7)

0'(17 ')

Figura 49.Cargas de polarizacion.

Por lo tanto, al comparar estas expresiones puede concluirse que la expresion para el
potencial de los medios materiales corresponde al potencial producido por una distribucion
volumétrica de carga igual a p,(7')=-V'P (2.12) y otra de superficie igual a o, (7')=P-7
(2.13). En otras palabras, al aplicar un campo eléctrico a un material dieléctrico, este se
comporta como una distribucién de carga en volumen pp y otra en su superficie op, tal
como se muestra en la Figura 50.

Material dieléctrico

Figura 50. Modelo de medios materiales.

Es importante destacar lo siguientes aspectos:
e Las cargas de ppy op no se mueven (se obtienen de la rotacién de los dipolos).
e La carga neta del material sigue siendo nula. En efecto:

”j pp(r)dv+ m[ o,pds = jﬂ—V-Pdv+ |ﬂ P.ds (2.14)
Q S(Q) Q

S(Q)

”J-p (7")dv+ﬁo-},(7")ds =” —V-Pdv

=—§:§P-d3‘+ ﬁP-dS

S(Q) S(Q)
=0
e ppYy opobedecen a la alineacion que ofrecen los dipolos del material dieléctrico y
no corresponden a cargas libres al interior de €l.
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EJEMPLO 14

Un cubo dieléctrico de lado / y centrado en el origen tiene una polarizacion radial P = a7 ,
donde a es una constante y 7 = xi + yj + zk . Se pide encontrar las densidades de carga de
polarizacion y la carga total al interior del cubo y en su superficie.

z,k

N\

\

i Vs )

J
]
1
!
]

[ T
1
!
]
!
!
]
I
3
i
1
|
[}
[}
!
[}
!
>

X,1
Figura 51. Dieléctrico cubico.

Solucion:

En volumen pp=-V-P=— g°+i ﬁ+gl€ (axf+ayj+az/€)
ox Oy oz

pp=—(a+a+a)=-3alc/m’]

O sea, se tiene una distribucion en volumen de carga constante al interior del cubo.
En superficie o, = P-n, por lo tanto tendremos una distribucion por cada cara del cubo:

Plano x-z. Cony=1/2, i= j = P-7i = (axf+aéj+azl€)~}' =%l

Cony=-112, h=—-j
=P = (axf + —aéj’+ azlg) (=)= %l

. . al
Similarmente para las otras caras se tiene o = 5

Carga total al interior del cubo:
[[[ppdv ==3al® = 0, =3ar’
Vv

Carga en las caras:
al’®
e Por cada cara o’=Q,,., = B3

e Seis caras =0, =3al’
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Notar que la carga totales Q0=0,+0Q,..
=-3al’ +3al’ =0 el material dieléctrico tiene carga neta nula.

2.5 Generalizacion de la 12 ecuacion de Maxwell

Consideremos ahora el caso general en que tenemos una distribucion de cargas libre p al
interior de un material dieléctrico (puesta alli a proposito). La 1* ecuacion de Maxwell

indicaV - E = Lol (2.15).
€
Aqui pr corresponde a la carga total que es fuente de campo eléctrico. Por ello, en este

caso corresponde a la carga libre al interior del dieléctrico mas las distribucion de carga de
polarizacion.

Asi, P = pr+ pp (2.16) donde p; densidad de carga libre y pp densidad de polarizacion.
Luego, podemos escribir

p,+pp=V-g,E, (2.16)
0 p,=V-eE—p, (2.17)
pero p, =-v.p
p,=V-g,E+V-P (2.18)
p, =V-(gE+P) (2.19)
Se define D=gE+P (2.20) como el vector desplazamiento eléctrico en medios
materiales. Con ello

=p, =V-D (2.21) 1? Ecuacion de Maxwell.
Integrando en volumen

Quorat
] o, dv = ([[v-Dav Ley de Gauss en medios materiales
Quu =[] D-ds (2.22)
Notar que en estas expresiones E es el campo eléctrico total, el cual es resultante tanto de

fuentes externas como de las cargas libres p; y las de polarizacion pp. A su vez, en el
espacio vacio P=0 y se cumple p=¢ E segin habiamos visto anteriormente.
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2.6 Constante Dieléctrica

2.6.1 Polarizacion de medios materiales

En la mayoria de los materiales P =(en ausencia de campo eléctrico y en general la

polarizacién P de los materiales varia con la intensidad del campo eléctrico aplicado. La
atmosfera es un tipico ejemplo de un medio en el cual la polarizacion varia con la altitud.
Dependiendo de la forma en que se efectia esa variacion los materiales se clasifican de la
siguiente forma:

. H PHZO‘H EH:> Materiales lineales

e P=q(F)E = Materiales isétropos. Aqui P//E
e ( constante = material homogéneo.

Se acostumbra a escribir:  P= y,g,E (2.23)

donde y,es la susceptibilidad eléctrica de un material y corresponde a una medida de cuan
susceptible o sensible es un material al campo eléctrico aplicado. En general y, es una

matriz que considera todas las posibles variaciones de la polarizacion con el campo

aplicado. Sustituyendo la expresion de P en la definicion del vector desplazamiento queda
D=¢gE+yeE (224)
D=¢,(I+y)E (2.25)

Se define ¢ =7+ y, (2.26) como la permitividad dieléctrica relativa del material dieléctrico
y&=¢&,6,como la constante dieléctrica del material, también llamada Permitividad

dieléctrica (recordemos que &,es la permitividad del espacio vacio definida anteriormente).
Con ello

D=¢E.(2.27)
Asi, en general la constante dieléctrica sera variable al interior del material, siendo la
expresion mas general de estos cambios

D | e e ¢€_|E

X XX Xy pv4 X
D, |=|¢, &, €.|E, | (228), yengeneral & =¢&;(F).
Dz gxz gzy (C:ZZ EZ

2.6.2 Clasificacion de materiales dieléctricos

En base a la constante dieléctrica los materiales se clasifican en
a) Material lineal si HDH:gHE

3

b) Material isotropo si D = &(F)E,

¢) Material homogéneo si D =g, con ¢ constante.
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A continuacion se ilustran las distintas posibilidades para un material especifico:
1) Material lineal, isotropo y homogéneo
E
@ ® ® — O o ®

Situacién sin campo aplicado Situacion con campo aplicado

Figura 52. Material lineal, is6tropo y homogéneo.

Aqui se cumple que Hp H - O‘HE

@
®

i1) Material lineal, is6tropo y no homogéneo
® @ &
E
® _f e
S

@
®® ®

Situacién sin campo aplicado Situacién con campo aplicado

Figura 53. Material lineal, isétropo y no homogéneo.

Aqui se cumple que 1P| = ol 5 D,P y E son paralelos y D =¢E con g = g(7).

1i1) Material lineal, anisétropo (no isétropo) y no homogéneo
® 9 o ©

E

@ & ® @ & ®

® @

Situacion sin campo aplicado Situacién con campo aplicado

Figura 54. Material lineal, anisétropo y no homogéneo.

; D, Py E son paralelos y D =¢E con & constante.
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Aqui se cumple que |P|=alE| 3 D.Py E 1O son paralelos y D = [g]E con &; =& (F)-
1v) Material no lineal, anisétropo (no isétropo) y no homogéneo
® @ ® ©
E
@ ® ® __ o & ®
® C,

Situacion sin campo aplicado Situacién con campo aplicado

Figura 55.Material no lineal, anisétropo y no homogéneo.

Aqui |p| = a|E| : D,P y E no son paralelosy p = lg . JE con g; =&, (7).

2.6.3 Ruptura dieléctrica

Cuando el campo eléctrico es lo suficientemente fuerte, es posible arrancar los electrones
de las moléculas y el material deja de comportarse como aislante, esto se conoce como
ruptura dieléctrica. Es posible encontrar la ruptura dieléctrica de cualquier material o
incluso de gases como el aire. El minimo valor del campo eléctrico para el cual se produce
la ruptura se denomina “fuerza dieléctrica” y es un pardmetro de gran importancia en
ingenieria.

Valores de permitividad dieléctrica (aproximada)* (gr ) y fuerza dieléctrica de materiales

Tabla 2: Valores de permitividad dieléctrica y fuerza dieléctrica de materiales

Constante Dieléctrica Fuerza dieléctrica

Material &, (adimensional) E (V/m)
Titanato de Bario 1200 7.5%x 10°
Agua (mar) 80

Agua destilada 81

Nylon 8

Papel 7 12x 10°
Vidrio 5-10 35x 10°
Mica 6 70 x 10°
Porcelana 6

Bakelita 5 20 x 10°
Cuarzo (fusionado) 5 30x 10°
Goma (dura) 3.1 25x 10°
Madera 2.5-8.0

Polyestyreno 2.55

Polypropyleno 2.25

Parafina 2.2 30x 10°
Petroleo 2.1 12 x 10°
Aire (a 1 atmosfera) 1 3x 10°
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(*) Estos valores pueden variar en otras Tablas ya que hay muchas variedades y aleaciones de
cada material y la permitividad es ademas sensible a la temperatura, impurezas, etc.

‘ 2.7 Condiciones de borde

Hasta el momento hemos considerado el fendémeno electrostatico en el vacio y en medios
materiales en forma aislada. En la practica existiran campos en dos o mas medios
materiales en contacto entre si. Llamaremos condiciones de borde a las condiciones que
deben satisfacer los campos en las superficies de separacion de los medios.

Consideremos dos medios dieléctricos tal como se muestra en la Figura 54, en los cuales se
tiene campos eléctricos £, y E, en la interfaz de cada uno de los medios. Supongamos que

descomponemos cada uno de los campos en sus componentes tangencial y normal a la
interfaz segin se muestra en la Figura 54.

Componentes de cada vector

Trayectoria

Figura 56.Condiciones de borde E.

Usaremos las ecuacionesVx E=0 (2.29) y v.p = p (2.30) para deducir las condiciones
de borde.

i) Condiciones sobre el campo eléctrico.
Para la trayectoria infinitesimal / (que rodea la superficie S) se cumple que:
[[VXE-ds=0= §E-dl =0
s 1(5)
—-Ed-E h—E, h+E,d+E, hy+E h =0

luego:
=-E,d+E,d=0
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LE,=FE, (2.31) Las componentes tangenciales del campo a ambos
lados son idénticas.

., . D, D . . .
6 . —L="2 (2.32) lacomponente tangencial del vector D es discontinua.
& &
ii) Condiciones sobre el vector desplazamiento.

Consideremos la interfaz de dos medios como en la Figura 57.

Figura 57. Condiciones de borde D.

Aplicando la Ley de Gauss
ﬁ D-dS=0,,, (2.33) 0,,.=0,a4 enel caso general
N

o, :carga libre puesta deliberadamente en la interfaz (no es de polarizacion). Luego
D,A=D, Ad+ [[D-dS=0c,A

manto

Si Ah—>0= [[D-dS=0= D, -D,, =0, (2.34)

manto

Es decir, el vector D sufre la discontinuidad de la carga superficial para su componente
normal. Si no hay carga libre 0, =0 y
D, =D, (2.35)

Para el campo eléctrico se tiene ek, =¢&kFE, (2.36)

Las ecuaciones de esta seccion son las condiciones de borde que deben cumplir £ y b
cuando se pasa de un medio material a otro distinto. Generalmente estas condiciones se
aplican cuando conocemos los campos en un medio y deseamos saber que ocurre con ellos
al otro lado de la superficie de contacto con otro medio.

EJEMPLO 15

Se tiene una densidad de carga superficial ¢ entre dos medios dieléctricos segiin se muestra
en la figura. Se pide calcular el campo eléctrico y el vector desplazamiento en todo el
espacio.
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Figura 58.Carga superficial entre dieléctricos.

Solucion:

Las cargas libres estan en el plano. Para las cargas de polarizacion, dado que los medios son
homogéneos no hay densidad de carga en volumen y solo habra densidad de carga
superficial de polarizacion, la que también se distribuira en planos paralelos al de la carga
libre (caras de ambos dieléctricos en contacto con o). Por lo tanto, por simetria todos los
campos tienen la direccion k y — k . Las cargas superficiales de polarizacién en ambos
dieléctricos estaran dadas por ¢, =B -k y o,, =P, -k donde P =(g, —¢,)E, ¥

P, = (s, — &, )E,- Asi el problema se puede representar por 3 densidades de carga superficial,
segln se muestra en la siguiente figura:

Figura 59.Carga libre y de polarizacion.
Claramente, por superposicion (o aplicando la Ley de Gauss en S),

E =249, %t vy 5| 9 %1, Or (_;;)
' l2e, 26, 26, P 2e, 26, 26

luego Dy=g| Z +9n % p vy p g | T 4 T0 T
o 2e, 26, 26, P 2e, 26, 280( )

Por las condiciones de borde sabemos que:
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(‘91 +‘92)(

CHOp +0p)
2¢g,

D, -D, =c=>0=

n

=20 = (81 +&, )(a +0, + 0'P2)

De las formulas de densidad de carga de polarizacion tenemos:

A

Op = (51 _50)E1 '(_ k): (‘90 — & )El

y reemplazando la expresion del campo

(‘90 _51)(

= 0p = O-+O-PI+O-P2)

2¢g,
dividiendo 2&,0/0,, tenemos
260 & +¢ Ey— €
0 — 1 2 = O_Pl — U( 0 l)
Op &0 & & +&,
2¢g,
Analogamente para2&,0/0,, se obtiene
Ey— &
Opy =0 .
& t+é,
luego
o Eg—& E—& |7
E1 — |:1 0 1 0 2 :|k
2¢, g +e, g +tes,
~ o = 0
E, = k=D =—"—Fk
& +e&, g +e,
- o s~ = £,0 -
E,=- k=D,=—2—k
& +¢&, & +¢&,
Claramente se cumple
(D,-D,)-k=0c

Caso particular sin medios
£ =6,=8=>0p =0p =0

E =-E, = 2ik
&y

que es la expresion del campo de un plano infinito de carga.
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‘ 2.8 Refraccion del campo eléctrico

Consideremos dos medios distintos en los cuales se tienen campos eléctricos y de
desplazamiento en ausencia de cargas libres en la interfaz. Esto se muestra en la Figura 58.

Dieléctrico 1

. Dieléctrico2

Figura 60.Refraccion campo eléctrico.
Sean E, D,y E,, D, los vectores de campo eléctrico y de desplazamiento en estos dos
medios contiguos tal como se muestra en la Figura 58.

Aplicando las condiciones de borde para el campo eléctrico se tiene
Elt = E2t = El sin 91 = E2 sin 92 (2 37)

Las del vector desplazamiento (sin carga superficial entre los medios) son

O-I :0:>D1n :DZn
g E cosf =¢g,E,cos8, (2.38)

Dividiendo (2.37)/(2.38)
g, _ tgb,
>——=—"
81 82
Esta es la ley de refraccion del campo eléctrico en ausencia de carga libre, la que también
se puede escribir como

(2.39)

rl

tgd, & ¢
tgd, & &,
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2.9 Consideraciones sobre Simetria

Hasta aqui hemos usado extensivamente la nocion de simetria para calcular campos. Esta
nocion esta basada fuertemente en despreciar efectos de borde de las configuraciones, esto
es, suponer planos infinitos, cilindros infinitos, etc. Esta aproximacion permite tener una
primera vision de los fenomenos pero en la practica, es necesario considerarlos y por ello se
utilizan programas computacionales para resolver la ecuacion de Laplace y la de Poisson.

Para ilustrar las limitaciones de efectuar simplificaciones en los célculos consideremos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo intrigante

Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracion de la Figura
2. Hay dos dieléctricos de constantes &, y &,, cada uno de los cuales corresponde a
semiesferas de radio a. En el centro de la esfera se ubica una bola cargada con densidad de
carga p, y radio ¢ . A partir de r>a todo el espacio se llena con un tercer dieléctrico de

constante &;. Se piden los campos en todo el espacio.

Figura 61. Simetria y condiciones de borde.

Solucion:
Si comenzamos a resolver desde el tercer dieléctrico tendremos el siguiente desarrollo:

Figura 62. Simetria esférica.
Aplicando la ley de Gauss a S

ﬁD -dS = Qlihre
s
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Pero Q,,.. =47p,6° /3. Ademas D solo depende de r, luego= 4> D(r) = :72’,005 :

3

/705
P, E(r)= 3o
Si ahora aplicamos condiciones de borde para D en r=a se obtienen los vectores
desplazamiento en los medios 1 y 2. Asi,
c,=0=D, =D,

D, =D

2n n

Pyo
D(r) =
= D(r) 3

Se obtienen entonces

53 53
Dl(?):’l;orz ¢, E(r )_;"Or p

S5 53
D1y =2, E,(r)=2"
3r

3g,r’
Pero al aplicar la condicién de continuidad para la componente tangencial del campo en la
interfaz de ambos medios se debe cumplir £, = £, en & <r <a. Cuestion que claramente es

contradictoria con las expresiones anteriores.

Si ahora partimos aplicando la ley de Gauss en S” (ubicada enr, tal que § <r<a) se tiene

ﬁDdS = Qlibre
&
Y suponiendo que los vectores desplazamiento son diferentes en cada medio se obtiene
2
2w (D,(F)+ D, (7)) = 7[,0053 = D/(r)+D,(r)= e = p0°

La ecuacioén para los campos queda

& E (P +&,E,(r)= 22 £,0°

Si aplicamos ahora continuidad de la componente tangenc1al del campo obtenemos

2p,6°
E(ry=—"F°
(e, +&,)r
Luego los vectores desplazamiento son
28,0,0°
Dl (7') = lpo 2
(g, +&,))r
28,p,0°
D2 (77) = 2p0 2
(e, +&,)r

Para obtener los campos en el medio 3 aplicamos continuidad del vector desplazamiento.
Con ello obtenemos los siguientes dos valores diferentes para las Zonas 1y 2

3

3
D,(r)= L&zf , para la parte superiory D, (r) = 261990

7 para la inferior.
(g +&,))r (g, +&,)r’ P

(Cuadl es el camino correcto?
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La respuesta se encuentra en la validez de las suposiciones sobre la simetria del problema.
En primer lugar observemos que las cargas de polarizacion se distribuyen segun se muestra
en la siguiente figura.

Figura 63. Densidades superficiales de carga de polarizacion.

Dado que los medios son diferentes, las densidades de carga también seran diferentes. Asi,
o, #0,, #0,,,Yy €n consecuencia, el problema no tiene simetria esférica. Con ello

E =E(r,p) y no es posible usar la Ley de Gauss tal como se mostro.

En el primer caso, al suponer simetria radial en el medio 3 suponemos despreciable el
efecto deformador de los medios 1 y 2. En el segundo caso, suponemos que los medios 1 y
dos son lo suficientemente grandes de modo que §<<a. Con ello los campos tendran
simetria radial (s6lo dependen de r) al interior de los medios.
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tra en la figura. Si se carga el conductor con una densidad o, se pide calcular:

¢)El vector desplazamiento D en todo el espacio.

a)El campo eléctrico en todo el espacio.
b) Densidades de carga de polarizacién.

7

segun S€ mues

Considere un cilindro conductor infinito de radio a inmerso en cuatro diferentes medios

‘ 2.10 Problemas resueltos

PROBLEMA 1
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Aplicando condicion de borde £, =F,,

= E =E, = E3 —E = E (ya que la inica componente del campo es la tangencial.
= El campo eléctrico no depende del dieléctrico.

Luego aplicamos la ley de Gauss. Para ello, ocupamos un cilindro Gaussiano concéntrico al
cilindro conductor de largo unitario, pudiendo distinguir dos casos:

Figura P.2.1.3

e r<a. En este caso, no hay carga libre encerrada, con ello tenemos que:
E(r<a)=0.

e r>a.Podemos ver que la ley de Gauss nos da:

D1-7z7f+D2~7z'r D,-mr D, -ar
2 2 2 2
simplificacion del largo del cilindro que corresponderia en ambos lados de ésta)

=2mao (En esta ecuacion ya estd hecha la

Si D, = ¢,E , obtenemos que el campo fuera de la esfera es:

dao
re+e,+e+¢,)

E=

~>

b) De las dos relaciones dadas al comienzo, tenemos que el vector polarizacion

_ n —2)-4
Pi:(gi_gO)E: (81 80) d r

r(e+e,+e+¢€,)
Sabemos que la densidad volumétrica de polarizacion es: p, = —V-P. Luego

concluimos que para todo medio i, la densidad pi es

3 l o(rP)
r or

(resultado esperado, pues de antemano sabemos que no hay densidades volumétricas de
carga)

=-VP

ppi_ i

0
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Tenemos también que existe una densidad de carga superficial debido a Ia
polarizacion en cada una de las zonas de borde. En la figura V, podemos ver las normales
asociadas a cada superficie.

Figura P.2.1.4

Luego, solo existe carga de polarizacion o = P-n en la cara del circulo. En esta
zona, tal como lo muestra el dibujo, el vector normal es — 7.

Entonces la carga de polarizacion de la superficie del cilindro depende de la zona de
contacto. Para cada zona, su valor es:

4ao (& —¢,)

c,=P-i=P.—f=-
e l r(e+e+é&+¢,)

Evaluandoen r =a

o = (&, — &)-4aoc
" oale, +& +& +68)
—lo. = (6, — &)-40
(g + & + & +é& )

¢) Como ya usamos en la parte a, para un material isétropo (la mayoria) tenemos que el

desplazamiento se relaciona con el campo de forma que D = &E . Luego, el desplazamiento
para cada zona es:

. D(r)zO sirt < a.

~ g 4ao A .
e D = : 7 sit>a, para la zona i.
re+e,+e,+¢,)
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PROBLEMA 2

Un conductor cilindrico largo de radio a ,que tiene una densidad de carga | por unidad de
longitud, se sumerge en un medio dieléctrico de constante dieléctrica [|Halle el campo
eléctrico a una distancia r>a del eje del cilindro.

Solucion:
Para r>a

Ujf)-ds:Q:u
= 2zrLD =L

N S
2xr

LE=_2

2nre

PROBLEMA 3

Considere dos placas planas de vidrio ( .= 8.5 ) puestas verticalmente, que se encuentran
separadas por un hueco de aire y rodeadas de aceite ( &;= 3.0 ), tal como lo ilustra la figura.
Un campo eléctrico uniforme de 2000 V/m existe en el aceite. Se pide calcular el campo
eléctrico en el vidrio y en el hueco de aire cuando el campo en el aceite

a)Es normal a la ldmina de vidrio

b)Forma un angulo de 75° con ésta.

aceite aire aceite

Vidrio Vidrio

Figura P.2.3
Indicacion. Considere que los campos s6lo tienen componentes en el plano de esta pagina
(no tres dimensiones).

Para todos los problemas haga todo supuesto que usted considere justificadamente
necesarios para resolverlos (incluida la posible necesidad de datos adicionales).
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Solucion:

Aceite

/g) / aire Aceite

75° E

Figura P.2.3.1
a) Se tienen las siguientes condiciones de borde:

Dln
E,=E,

_D2n =0

Donde o es la carga libre en la interfaz, supondremos que no hay carga libre en ninguna
interfaz, es decir, suponemos o =0 .

Como el campo en el aceite es normal a la superficie
=E, =E, =0

Entonces el campo en el aceite es normal a la superficie también
D=¢E=¢E —&E, =0

Donde los subindices son 1 para aceite y 2 para vidrio

&E =&,E, > E, = b _Entoby _Enb 32000 50500y
& £.,E, £, 8.5 m
Luego el campo para el primer vidrio es EZH = Ez =705 .882K
m

Entre vidrio (subindice 2) y el aire, que le asignaremos como eferencia el 0, aplicamos
condiciones de borde de forma anédloga a la anterior.

. .F P
&,E, =¢E =E, = '928 2 = 8r2§° 2o¢ = 6000%
0 0




Luego el ampo en el aire sera: E,, = E, = 6000K

m

Para la préxima placa de vidrio el campo valdrd lo mismo que en la primera.

b) El campo eléctrico del aceite forma un angulo de 75° con la lamina de vidrio
Aplicamos condiciones de borde:

E,=E, = E -cos75°=E,-cosf )

D, =D, = ¢k =¢&FE, = ¢k sin75°=¢,E,sin@ (2)

Multiplicando (1) por ¢, y sumando el cuadrado de ambas condiciones tenemos:

(1)E, -cos75°=E, -cos® / A
(2)&,E, -sen715° = ¢, E, - sen
(> +(2) = E’(&, cos’ 715°+ & sen’75°) = &,’E,’
= E’(&),6, cos’ 75°+ ¢, gosen’ 15°) = )& E,’

20,2 2 2 2 2 2
= E"(&,cos8" 75°+ ¢ sen”75°) = ¢, E,

2 2 2 o 2 2 fe)

_ E (&, cos” 75°+ & sen”75°)
2
€r2

Considerando E, = 2000K

m

2
=FE,

= E?,=1991075.088 = E, = 1411.0522
m
E,en(1)= 46
cosg = £1c0sT5" 2000-0383 _ 5 1re . p_ 63.468
E, 1411.052

= E, = E, cos0f + E,senfn

= |E, = 774.7f +1179.44 {K}
m

Para encontrar el campo en el aire, debemos nuevamente aplicar condiciones de borde:
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E2t = EO[ = EO[ = 774‘.7K

m
D,,-D,, =0= &,E,, =&E,,
N E = &,6E,,
On
&y

V
=E, =8.51179.4—

m

= |E, =774.7t +10024.9n [K}
m
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‘ 2.11 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

Dos cilindros concéntricos de radios a y b respectivamente y largo L se
encuentran ubicados tal como lo indica la Figura PP.2.1. El espacio entre
ambos se encuentra lleno de un material con permitividad €. El vector

polarizacion entre ambos medios estd dado por P = 7’ +sin 39

Dado lo anterior

a) Calcular las densidades superficiales de carga de polarizacion

b) Calcular la densidad volumétrica de carga de polarizacion

c) Plantear una expresion para el vector campo eléctrico en todo el

espacio.
Figura PP.2.1
PROBLEMA 2

Una densidad de carga esférica p(r) = kr (0<r<a) se encuentra rodeada de un material
dieléctrico con geometria esférica hasta una distancia radial b, segiin se muestra en la

Figura PP.2.2

EE
PP
i
)

EE PP
G
o
EEE PP

EE PP
EE PP

Figura PP.2.2
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El medio material se compone de moléculas, cada una de las cuales posee un
momento dipolar eléctrico de 5x102° [Cm] orientado radialmente (segunr). La
densidad de carga produce una modificacion en las moléculas, las cuales presentan
la siguiente densidad volumétrica g(r) = k»> [moléculas/m’]. Se pide:

a) Determinar el vector polarizacion del medio material.

b) Calcular los campos D y E en todo el espacio.

c) Determinar la diferencia de potencial entre los casquetes definidos por radios a y
b.

PROBLEMA 3
Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracion
esférica de la Figura PP2.3.

Figura PP.2.3.

En el centro de la esfera de radio a se ubica una carga q. Se pide:

a) Calcular D en todo el espacio.
b) Calcular £ en todo el espacio.

¢) Son iguales los campos en las zonas [ y II.
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‘ CAPITULO 3. CONDUCTORES EN ELECTROSTATICA

‘ 3.1 Modelo Basico de Conductores

Modelaremos un conductor ideal como un medio material en el cual existen abundantes
cargas positivas y negativas, las cuales pueden moverse libremente en presencia de un
campo eléctrico. Asi, al aplicar un campo eléctrico se genera una fuerza sobre las cargas,
las que se moveran hasta alcanzar el estado de equilibrio. Este equilibrio implica que el
campo eléctrico al interior del conductor debe ser nulo (de otro modo las cargas
continuarian su movimiento) segun se ilustra en la Figura 64.

: . E
Sin Campo eléctrico e ——S
o (£
= O
()" SR Plena
2 @ o Q) ®'®
4e | @
© 2 o
Carga neta nula Carga neta nula

Figura 62. Conductor en presencia de un campo eléctrico.

Supondremos en principio que la cantidad de carga libre al interior del conductor es muy
elevada (infinita). Por lo tanto siempre el conductor puede disponer de carga negativa y
positiva para localizarla, de modo que se alcance el estado en que el campo interior sea
nulo en la condicidon estacionaria. En este capitulo solo estudiaremos la condicién de
equilibrio y dejaremos el fenémeno de la conduccion para mas adelante.

3.2 Propiedades

De la definicién anterior se sigue que un conductor cumple con las siguientes propiedades:

1. La carga solo se redistribuye en la superficie, ya que si E es nulo en el interior
>V.E=0= p, =0, 0 sea, no existe densidad volumétrica de carga.

2. Toda la superficie del conductor es una superficie equipotencial. En efecto, dado
queAV = —jE -dl y dado que E es nulo al interior del material conductor, entonces

AV =0 entre cualquier par de puntos del conductor, es decir, todo el conductor
esta a un mismo potencial.
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3. El campo eléctrico inmediatamente afuera del conductor es normal a la superficie

del conductor y vale E = A , donde o es la densidad superficial de carga del
€

conductor. Consideremos el conductor de la figura 65.

Figura 65. Densidad de carga en conductores.

Aplicando la ley de Gauss al cilindro infinitesimal de la Figura 65 se tiene
ﬁ[j ’ dg = QTotal
Dado que solo hay campo afuera = D, =0

ﬁbwi:”wa-HDdsoi)

mitad tapa
manto exterior

haciendo tender h—0 la contribucion de la mitad del manto se hace despreciable,

con ello
= D-dS =D,As
= D, As = oAs
pero
D, =¢E,
—E=%4
&
parael aire g = £y luego
E=-92;:32
£

Lo que concuerda con la intuicion fisica, ya que si hubiera campo en el sentido tangencial
en la superficie del conductor habria movimiento de cargas, el que se mantendria hasta
alcanzar un nuevo punto de equilibrio con campo tangencial nulo.
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3.3 Caso Conductor con Oquedad

En esta seccion probaremos que toda carga libre sélo existe en la superficie exterior de un
conductor. Consideremos el caso en que se tiene un conductor con una oquedad y se le
inyecta una carga libre Q, la cual puede desplazarse libremente en el conductor, tal como se
muestra en la Figura 66.

Carga o
Neta Q hueco interior

@
l

o superficial cara externa

Figura 66. Densidad de carga en conductor hueco.

Si tomamos una superficie S’ que contenga al hueco, por la Ley de Gauss se debe cumplir

ﬁDint‘ ’ dS = Qtotal
R

Pero D,, =0= Q,,, encerrada por la superficie S’ es nula. Ahora bien, la carga encerrada

0
por la superficie S’ puede deberse a una carga superficial en la superficie interior del hueco,
o bien a una carga en volumen. Pero ya hemos visto por la propiedad 1 que un conductor no
puede tener densidad de carga en volumen. Por ello, la carga en la superficie interior del
conductor es nula.

En consecuencia, solo podra distribuirse la carga libre Q en la superficie exterior, lo que
hara de forma que se produzca un campo nulo al interior.

Un caso interesante se produce cuando se introduce una carga puntual Q en el hueco
interior de un conductor sin carga, segun se muestra en la Figura 67.
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Figura 67.Carga en oquedad.

En este caso, al aplicar la Ley de Gauss a S sigue cumpliéndose que D,, =0= 0,

otal

encerrada por la superficie S es nula. Por lo tanto, concluimos que debe aparecer una

densidad de carga ¢’ en la superficie interior de la oquedad de modo de lograr que la carga
neta sea nula, es decir,

”o-'dS+Q:O (3.3)

Ahora bien, como la carga neta de todo el conductor debe seguir siendo nula (estaba
descargado originalmente), aparecera también una densidad de carga o en la superficie
exterior del conductor de modo que

J.J.O'dS =0 3.4)
S

La situacion de equilibrio se muestra en la Figura 68.

Figura 68. Situacion de equilibrio.

Aquicyoc’ sedistribuyen de forma que el campo al interior del conductor es cero.

EJEMPLO 16.

Consideremos dos placas conductoras cargadas con cargas Q y -Q respectivamente. Entre
las placas existe un material dieléctrico de constante dieléctrica €. Suponiendo que
desprecian los efectos de los extremos de las placas (o sea placas o) se pide:
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1) Distribucion de las cargas en las placas
1) Campos en todo el espacio
1i1) Diferencia de potencial entre las placas

Solucion:
Consideremos que la configuracion es la mostrada en la Figura 69.

S3
% T P . ?
T i
O-K/V l
R\‘ Q
63 / ................ r\
04 A14‘]
Figura 69. Condensador placas planas.
1) Llamemos 1, 63, 63 y 04 a las densidades de carga superficial en c/u de las
caras de las placas. Se cumple
O=0A+0,A=o0,+0,=0 (3.5)
donde o= Q/A.
Analogamente se obtiene
P — (3.6)

Por simetria los campos s6lo tienen componente segun k (s6lo habra cargas en
planos).

Consideremos el volumen contenido por la superficie S;, el cual es un
paralelepipedo cuyas caras horizontales estan contenidas en ambos conductores.
Alli se cumple

ffD-dS= [[D-dS+ [[D-dS+ [[D-dS
S tapa manto tapa
abajo arriba
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pero en la tapa de abajo y en la de arriba D es nulo, y en el manto D es ortogonal a
ds , luego
ffD-d5=0+0+0=0

Si

Por otra parte O =0No,+ Ao,
Luego por la ley de Gauss ﬁ D-dS=0Q,,, s decir, se cumple

=o0,+0,=0 (3.7)
En el espacio exterior a las placas el campo es constante (se debe sdlo a distribuciones

de carga superficial constante) y tiene la direccion del vector k unitario. Llamémoslo
Dext-

Consideremos ahora el volumen limitado por la superficie S2, la cual define un
paralelepipedo que traspasa ambas placas. Se cumple

ffp-as=0,.

ffp-as=2p,a4,

O, =004, +0,A4, + 0,A4, +0,Ad, =(0, +0,+0;,+0,)A4, =0
=D, =0

Es decir, no hay campo exterior a las placas.

Para la superficie S3, la cual define un cubo cuya cara inferior esta contenida en el
conductor y la superior fuera de ¢l, se cumple

ﬁ;D -dS = Qroral
D-dS =D, A, +D, A4, =0
Jf .

Qs =010, = 0, =0
Asi,de 3.5) 0,=0,de (3.7) 0;,=—0cy de (3.6) 0, =0.

La distribucidn de carga se muestra en la Figura 70.
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d { . AA
ﬁl : (&)
(')"" L«:__%_i/

s/ o,=0 ©

Figura 70. Gauss para un condensador.

1) Nos falta calcular el campo entre las placas. Tomando la superficie Gaussiana S,
cuya cara inferior esta contenida en el conductor y la superior en el dieléctrico,
se tiene
ﬁ[) dS=0,,, Suponiendo D, = —Dk

ffD-ds = —DAA}
=-D=-0c
thal = _O-AA
<. D, =—ok
L . o - D, - o -
El campo eléctrico al interior del dieléctrico es E,, = —"* = E, =——Fk
& g
d —_ —_
AV =—[E-dI
i) 0

V.-V = —T E, -dl
0

d
AV = —I(—ajle-(dz)le o g dl = dzk
o\ & &
=>AV="d
&

Asi, sic,e,d>0=>V_ -V _>0

Notar que dado E =-VV, para una variable tenemos f — _s, Luego si sabemos el

ox

voltaje entre dos puntos, para pequeiios incrementos podemos aproximar
- AV .
E=-"1]
Ax
= AvE =-AVi

(x, - xl)E ==V, - Vl);
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A modo de ejemplo, si tomamos la referencia de la Figura 71 donde x, —x, <0, se tiene

si Vo>V, = F = Ef; siVo<V, = E = E(_f) , que es el caso mostrado en la
figura.

(10000 [V]) V)

ix,i
(100 [V]) Vs —-Y-memem

Figura 71.Direccion campo eléctrico.

En general, cuando calculamos el potencial entre dos puntos cualquiera tenemos
2 _ 2 _
[E-dl =—fVV-dl
1 1

oV, oV ., oV -
=—i+—j+—k
ox oy 0z

dl = dxi +dyj + dzk
vV -dl =8—de+a—de+a—de=dV
ox oy 0z

\24

E-dl =-[dV

——

~V,=V,=-[E-d

—_—— ) — N

Es importante notar que en el ejemplo anterior, si el dato hubiera sido la diferencia de

potencial AV = %4 , los resultados serian idénticos (PROBARLO!).
£

3.4 Condensadores

Un condensador es un sistema de dos conductores en donde la carga de uno de ellos es de
igual magnitud pero de signo contrario al otro. Generalmente se dispone de un dieléctrico
entre ambos conductores. Se define el parametro capacidad de un condensador como
_9
C= NG (3.8)

donde Q es la carga positiva de uno de los conductores y AV la diferencia de potencial entre
ellos (Vo-V.g). Se cumple la propiedad de que la capacidad C es independiente de Q y AV y
solo depende de la geometria y las caracteristicas dieléctricas de los materiales.
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E
—_—
> VQ >V_Q
—»

Figura 72. Condensador.

EJEMPLO 17.
Calcule la capacidad del Ejemplo 16.

Solucion:
Teniamos la configuracion

Area A

Se cumple Q=

Luego para este ejemplo la capacidad tiene las siguientes propiedades:

Menor d = mayor C,

Mayor A = mayor C,

Mayor € = mayor C,

Para un mismo A4V, la carga acumulada es mayor mientras mayor es su
capacidad.
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EJEMPLO 18.
Calcule la capacidad del condensador de la Figura 74. Desprecie los efectos de borde, i.e.,
calcule campos considerando a, b<< L.

[}
[}
[} I
| l- I
| PRl -7~
L2~ -7l - K
s - _-
- i [} i [PV
el - PP
"7 . [} .7 -7 -7,
AR AP .7 -
] - ///»l I/// P
[Pt PR - Rtp
L-2~427) [t
,;/", D et Y n O
~ >

Figura 74. Condensador cilindrico.

Solucion:
Llamemos 6, 62, 63 y 04 a las densidades de carga superficial de cada cara.

Figura 75.Distribucion de cargas condensador cilindrico.

Si distribuimos la carga de modo que 63+64=ca y 61+6,=-Gb para que el condensador
cumpla con la definicion se debe tener

Q=0,2mlL = oc,2nbL = o, _b (1)

o, a

De acuerdo a las propiedades vistas en los conductores la carga se almacena en la superficie
externa, es decir, 64=0 = o3=ca. Tomemos una superficie gaussiana S segin se muestra
en la Figura 76.
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Figura 76. Simetria axial exterior.
Aplicando la ley de Gauss a S

ﬁD ’ dS = Qtotal
El sistema posee simetria axial, luego D = Dp entre a <r < by es nulo al interior de los
conductores, o sea en el manto de S. Por ello,
Qs =0, AS, + 0,27l
—_—
2rmal
=0, =0=>—-0,2mal =0c,27bl
a

:>O_2:_O-ag

y de (i)
=o0,=-0,=>0,=0

Consideremos ahora una superficie Gaussiana en a<r<b como la mostrada en la Figura 77.

S

L

N
< L | )]

I
I
|

= ___ e 4

! | 1

| | 1 | :

| e g

o YA

Pt P —— =< |
S

P

Figura 77. Simetria axial interior.
Se cumple
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ﬁD : dS = Qtotal
Qtotal = O-a Zﬂal
ffD-as = D2

= D2mwrl =0, 2nal

| 2

~D=o,—p
-
- E _ o,a ’b
&r
La diferencia de potencial entre placas es:
b
V,~V,=-[E-dl
y escogiendo dI = drp
b b
AV, =17 pdrp =—a”afﬂ=—6“ an?
a al & a
Por definicién ¢ = 0 , Y en este caso
AV
AV =V, =V, =V,-V,
y O=0,2ml = oc,a= % Reemplazando todo esto en (*)
Vs
AV = 0 lné
2malLe a
L C= o _ 2rale
AV b
ni
a

Notar que nuevamente la capacidad C es proporcional a € y el drea, e inversamente
proporcional a la separacion entre las placas. Se acostumbra a designar los condensadores
por el simbolo

Figura 78. Simbolo condensador.
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3.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
En la Figura P.3.1 se muestra una distribucion cilindrica, la cual esta formada por dos
medios que poseen caracteristicas dieléctricas y ohmnicas. Se pide:
a) Suponiendo que los conductores estan a una diferencia de potencial V, calcular el
vector densidad de corriente.

b) Calcule la capacidad del sistema

c) Calcule la resistencia del sistema

Figura P.3.1

Solucion :
a) Se sabe que:

AV:—jE-df

Para este caso se tiene que:
AV =V,
E(r) = E(r)F pues supondremos solo dependencia radial.

Entonces suponiendo que el conductor de radio a estd a mayor potencias que el conductor
de radio b escribir que:
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v, :—IE~d;7=—jE(r);:-dr=—(a—b)E(r)

VO
:E(r)—(b_a)
= _ V() N
= E(r)—(b_a)r

Ahora para cada medio el vector densidad de corriente sera:
Ji(r) = gE(r)
Para el medio uno:  Ji(r) = giE(r) = g1(b-a)Vof

Para el medio dos:  Ja(r) = g2E(r) = g2(b-a)Vof

b) La capacidad del sistema es:

Como ambos dieléctricos se encuentra a un mismo voltaje la capacidad del sistema sera la

suma de las capacidades de los dos.

Ceq=Cl+C2
Donde
0 _0
AV Vo
Oi= [ Di-ds
K
DiZEiEZSi ’ r

(b-a)

Para el medio uno:

L 2Az-a) p
Oi=[Dids=] [ [a (bv” )rdrdedzf
s 0 0 a —a
) v, (bz_az)
Ql—gl(b_a) L 2(7[—6!) 5
. Vo e B .(b—a)(b+a)
Oi=¢ o-a) L-2(r-a) —

Q1:LV081.(7z—a)‘(b+a)

Para el medio dos:
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b
[z, Vo drd0dsr

(b-a)

Vo b2_a2
Qz—gz(b_a)L-Za-( )
Vo (b—a)b+a)
= Lg AT TR
Q,=LVos,-a-(b+a)
Entonces
C1:2=Lg1-(ﬂ—a)-(b+a)
0
C2=2:L82-a-(b+a)
0
Por lo que:

Ceq:C1+C2:L'[é‘l‘(ﬂ—a)+€2'a:|'(b+a)
luego

C=L‘[51-(ﬁ—a)+£z-a]-(b+a)

¢) Para la resistencia podemos escribir:
- J. E-dl AV

R= — == con AV =Vo
jjg~E-d§ jJ-d§
Para el medio uno:
Ri— Vo _ Vo
J-j-d§ gVo-L-(z—a)-(b+a)
1
R -
M —gi-L-(z—a)-(b—a)
Para el medio dos:
Vo Vo
Ro=— =
[Jds go-L-a-(bta)
= |R> !

i gz-L-(ﬂ—a)-(b+a)
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PROBLEMA 2

Un cable coaxial de seccion circular ¢+ /4 tiene un dieléctrico compuesto entre sus dos
conductores. El conductor interior tiene un radio exterior a y esta rodeado por una cubierta
de dieléctrico de constante dieléctrica &, y de radio exterior b. A continuacion hay otra

cubierta de dieléctrico de constante dieléctrica¢g, y de radio exterior c. Si se establece una
diferencia de potencial V| entre los conductores, calcule el vector de polarizacion y las
densidades de carga inducidas en los dos medios dieléctricos.

Solucién:

Llamemos o, a la densidad de carga superficial del cilindro de radio exterioray o, ala
del conductor de radio interior c.

Primero calculamos el campo eléctrico en funcion de la densidad de carga o, debiendo
separar el calculo para los diferentes dieléctricos.

Para a<r<b:
fiDds =0
D 2nrL =2ralo,

Ahora busquemos el valor de o,

AV =—[ Edi
a b
= V(a)-V(c)=—] Edr— [ E,dr
b c
a b
Vy=—[Edr—[E,dr
b c

a b
Vy=— Iﬂdl"-f-jﬁdl"
b

er o &l
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a b
V, =—ao, ijld +ijld

Lép7

el
mcenf ()2
)

V, =ao, [lln +—1

E
& 82 b
=0, =
1 b) 1
al —In| — [+—In| —
g \a) g b
Ya que conocemos el valor de o,, calculemos el vector de polarizacion y densidades que
carga inducidas.

=(g — SO)E
p =-VP=—= (5(’"}))j 0 parai=1,2
r\_ or
= P(R)n

o, =P(R)=(¢ - 6‘0);—? para radio exterior

i

o, =P(R)=(g — 51.)2—? para radio interior

i

Para a<r<b:

=(g,—&)E,

ao, ~
B=(g—¢g)—r

r
,01:0

(o}

O-P1 = E(a) = (‘91 _go)_l
81

ao,

O-P1 :E(b):(go_gl) :

1
Para b<r<c:
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O
o, =F(a)=(s,—¢ g_l
2

ao
Op = P,(b) = (¢, _gz)b_l

2

PROBLEMA 3
Se tiene un cilindro muy largo de radio b, el que es rellenado con tres materiales
dieléctricos como se indica en la figura. Sobre la superficie del cilindro interior se

distribuye una densidad de carga o. Calcule la relacion entre & y &, de manera que la

carga neta en la frontera entre el dieléctrico 1 y 3 sea nula.

o
Dr<a
[D-ds=0, =0
=D=0,E=0
—=P=0
2)a<r<b
[D-ds=0,,

=D -ar-h+D, 2r—-a)-h-r=c-2r-a-h

=¢-E-a-r+e-E,-(2r-a)r=0-2z-a

Condiciones de borde
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—_— A —_— —

E-t=E,-t >E =E,=E
=¢-E-ar+e-E-(2r-a)r=0c-2r-a
—_— 2”.a.0 ~

:E:(gz-(27z—a)+gl-a)-r'r

(6,—&)27-a-c

N

N

(6,-(27-a)+ea)r

>

5 (6,-&)27-a-c
2

~N

(6,-(27-a)+ea)-r

Queremos que:
O-tot :P1 'n(r:a) +O-:O
= P1-n4=a) =—0C

(6,—&)27-aoc

= - =—0

(6,-(2r—a)+&-a)-a
=g 2m—g2r=¢6,-(2n-a)-¢

=¢-(2r-a)=¢,-(2r-a)+¢, 27

27
=6 =6t —
2r—a
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3.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Se coloca un dieléctrico en el volumen comprendido entre dos esferas de radios ay b. La

esfera interior posee densidad de carga libre superficial o,. Calcular E,B,T’,ap,pp en

todo el espacio.

Figura PP.3.1

PROBLEMA 2
Considere un condensador conformado por dos dieléctricos con pérdidas entre dos placas
paralelas circulares a las cuales se le aplica una diferencia de potencial Vo. Para este sistema
se pide determinar:

a) La densidad de carga libre en la interfaz dieléctrica.

b) Las densidades de carga de polarizacion superficial y volumétrica.

c) La carga total inducida en los electrodos.
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CAPITULO 4. ENERGIA ELECTROSTATICA

‘ 4.1 Definicién

La energia electrostatica de un sistema de particulas es igual al trabajo necesario para
formar dicho sistema = W=U. (4.1)

Comencemos estudiando el trabajo necesario para formar un sistema de tres particulas en
posiciones P1, P2 y P3 segtin se muestra en la Figura 79.

Figura 79. Energia sistema de particulas.

Para formar dicho sistema supondremos que traemos una por una las cargas desde el
infinito. Para traer la primera carga no es necesario efectuar trabajo ya que no existe una
fuerza que se oponga al movimiento. Para traer la segunda carga se debe hacer el trabajo

W, =4,V
donde V2 es el potencial producido por la carga 1 en la posicion P-.
Para traer la tercera carga se debe hacer el trabajo
Wy =aV5 + a5,
aqui V= es el potencial producido por la carga 2 en la posicion Ps.
El trabajo total para formar este sistema es:

W=0+W,+W, =q,V;, +q,Vs, + ¢V, (4.2)
Si ahora cambiamos el orden en el cual formamos este sistema (el trabajo debe ser el
mismo), digamos que primero traemos la carga qs , luego la q, y finalmente la q; se tiene:

W=0+q,Vy+qVs+qV, (4.3)

sumando (4.2) y (4.3)
S2W=q, (Vs +V)+a, Vo + V) +q; (V5 + V)
NEEIMED R N I =D ENE TN Y

potencial en 1 potencial en 2 potencial en3
1 1 1
=W =gV B+ oV (P)+aV(P) (44)

Asi, la energia total de este sistema es la mitad de la suma del producto de cada carga por el
potencial producido por el resto de las cargas en ese punto.
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Procediendo en forma analoga, para un sistema de n cargas se tiene:

Wz%ZQka (4.5) en[J]joules
k=1

Por extension, para distribuciones continuas de carga se tiene Y—| y g—»dqg, con ello
W= ; [v(F)dg (“-6)

y para una distribucion especifica de carga tendremos:

W = %J‘i(f W(#)dr  (4.7) para distribuciones lineales

W= %”a(?)V(F)dS (4.8) para distribuciones superficiales

W= %”j p(FW (F)dV (4.9) para distribuciones en volumen
Vv

4.2 Energia de un Sistema de Conductores

Consideremos un sistema de conductores con cargas Q1,Q2,...,Qn segin se muestra en la
Figura 80.

Figura 80. Energia sistema de conductores.

En este caso toda la carga se distribuye en la superficie de los conductores, por lo que solo
habra c. Asi la expresion de la energia electrostatica sera:

(4.10)

pero el voltaje en la superficie de los conductores es constante, luego

W=V, ([o,F)ds + v, [0, F)dS + ..t LV, [, (F)dS
2 S 2 s, 2 s

) 0, o
1
w==>ro,
1Yo

124



donde Vi es el potencial del condensador i-€simo y Qi su carga total.

Caso condensadores
Aqui solo intervienen dos conductores, segun se muestra en la Figura 81.

Vi — =9
Vi e

Figura 81. Energia de condensadores.

Por lo tanto,
1
W= E(VIQI + VzQz)

pero g =—Q =W = l(Vl ~¥,)0, Y como Q=C4Y, las expresiones quedan finalmente
2

Ll @1y o w=Lcary 4.12)
2 C 2

4.3 Fuerza Eléctrica y Energia

Un aplicacion importante de la energia es el calculo de fuerzas. En efecto, teniamos que la
expresion del trabajo entre dos puntos a y b es

b
W=—[Fedl (4.13)

Si la configuracion tiene un grado de libertad, por ejemplo segin x, la expresion de la
fuerza puede obtenerse de

F = —a—WX (4.14)
ox

En muchas aplicaciones esta forma de calcular la fuerza puede ser mas facil de obtener que
mediante el célculo directo con campos.

EJEMPLO.
Consideremos un condensador de placas planas de area A, en el cual una de las placas
puede moverse libremente en el sentido horizontal, tal como se muestra en la Figura 82.

Q Q

W

Figura 82. Energia y fuerza eléctrica.
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Si inicialmente se cargan las placas con Q y —Q respectivamente, se pide calcular la fuerza
entre las placas.

Solucion:

., , 2 .. .
La expresion para calcular la energia es = 1 €, ya que el movimiento se realiza con
2 C

carga constante (carga neta no se modifica en el movimiento). La capacidad, segiin

habiamos calculado anteriormente, es .__4, pero ahora la distancia entre las placas es
d

variable, por ello,
C=g, 4
X

Luego la expresion de la energia queda,
2
1o
2 g,A
Con ello la fuerza que experimenta la placa movil es

ow 1 0’
ox 2 ¢,4
Resultado que es congruente con el campo constante entre las placas. Esta relacion es

ampliamente usada en transductores de presion, voltimetros, micréfonos, etc.

Comentario. Si ahora en vez de imponer que la carga se mantenga constante, imponemos
que la tensién entre las placas se mantenga constante; por ejemplo mediante una bateria; se
tendria la situacion de la Figura 83.

X,

(-

v —

O —O

J K

Vo
N

Figura 83.Energia con baterias.

Aqui se cumple

AV:—I -9 f(dx)fzgx 5
& g

0

= AV =V, =Zx
&

Y dado que V, se mantiene constante, a medida que se desplaza la placa (x varia) la
densidad de carga o debe modificarse. Este cambio lo realiza la bateria que mantiene
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constante la diferencia de potencial entre las placas. Posteriormente abordaremos el trabajo
que realiza este tipo de fuentes de voltaje, pero por ahora conviene puntualizar que este
efecto no estd incorporado en las ecuaciones de energia deducidas anteriormente.

4.4 Energia en términos de Campos

Consideremos el caso de una distribucion volumétrica de carga p en un volumen Q, cuya
energia es

W=U = ; ([ oYV (F)av (4-13)
Q
Pero ve p = p(7), luego podemos escribir

U= im(Vf))Vdv (4.16)

Dado que p(7)sera nulo en todo punto fuera del volumen €, el espacio de integracion puede

ampliarse a un espacio mucho mayor, por ejemplo una esfera £ de radio R que contenga al
volumen €, segin se muestra en la Figura 84.

Figura 84.Energia en funcion de campos.

o . 1 _
Podemos escribir entonces U==(IItV -DWVd

Usemos ahora la propiedad v . £ = 4.vf + f(V . ;1), con ello
V-[VD]=D-vv +v(v-D)=(V-D =V-[vD]-D-v¥,y aplicandolo al integrando

podemos escribir

U =319 -[Dks =2 [} (7¥ )y 417

Aplicando el teorema de la divergencia al primer termino tenemos
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U=-1 ﬁVD-dE—;”jD-(VV)dV (4.18)
z

5(2)
I = 1 = 1 _ 1
sabemos que V oc — y D oc — = VD oc —. Por otro lado g5 oc y> = VD - ds oc —» por lo
r r r 7
tanto si R—oo se tiene que ﬁVD ds =0
5(%)

jU:—;jij-(VV)dv

y aplicando V¥V = —E obtenemos finalmente la expresion para la energia en funcion de los
campos como

~U=L[][D-Edv 419
2%

. 1~ - . .
Al término W, :ED-E (4.20) se le conoce como densidad de energia electrostatica

[J/m?].

EJEMPLO 19.
Para la configuracion esférica de la Figura 85 se pide calcular la energia electrostatica.

Suponga p = p, constante.

4.

a

Figura 85.Energia esfera uniformemente cargada.

Solucion:
Calculemos primero los campos para 0 <r < a. Aplicando la Ley de Gauss a una esfera de
radior<a

ﬁD ’ dS = Qtotal
D4m?* = p, %7173

— D=Fo,p y E:QZ&WG
3 & 3

Usando el mismo procedimiento para r>a
ﬁD : dS; = leul
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Luego la energia electrostatica del sistema es

~I[D-Eav = ([[D-Eav + [||D- Edv

evfera resto

Dentro de la esfera:

1 m bEay =1 j !1(3 rr)[f;)rfjrzsinedﬁd(pdr

e sfera

me EdV —;pﬁ 2 75in 6 6dr
00

esfera

Fuera de la esfera:

f”J.D EdV =— ” 32 3£r L0 r?sinGd 6d pdr

/uem

2 6 o 2 6 *®
thjo4ﬂj£;:f@fo4ﬁ__l
18¢, T 18¢, r,

B 2p02a677 B 2,00241577

[/]

9¢,a 9¢,
Luego la energia es
5

27pa N 107p;a’ _ 127p;a’° [J]= dnpla’
45¢, 45¢, 45¢, 15¢,

=U-= [/]

Otro camino.

3
PR "R

3
Se calcula el potencial = V' (7) = &l

6’0—;0(31?2 ~?) r<R

:;mmmmmw

Pero el espacio donde hay densidad de carga es s6lo la esfera de radio R, luego
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,02 Rrn2r
U =L [[[(BR> =) sin d6d pdr
1250 00 0
2 s R
-y =L ><47r><[R2r3—r }
2¢, 0
D R | p, 7R 4
U= 2R = =50 [J]
3e, 5 15¢,

resultado idéntico al anterior.
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4.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
La molécula de agua tiene un momento dipolar de 6.3*107" Cm. Una muestra contiene
10! moléculas, cuyos momentos dipolares estan todos orientados en la direccion del

campo eléctrico de 2.5*10° N/C ;Cuanto trabajo se requiere para rotar los dipolos desde

esta orientacion (de =0°) a una en la cual todos los momentos sean perpendiculares al
campo ( =90°)?

Solucion:

p=6.310""r[cm] = 63107 [m]

F=gqE

T= p-qHEHsin&’

Trabajo para una molécula

dW, =td0
[ [

w,=U,-U, = Ird@ = Ipquin&’dQ = pqE (cosf —cos,)
0, 0,

Los que buscamos en una rotacion de 90° , por lo que nos fijamos &, =90°y 6 =0

= W, = pqE(cos0°—co0s90°) = gE(1-0)

=W, =pqE

Como la muestra contiene 10*' moléculas, el trabajo total sera la suma de todos los trabajos
=W =10 pgE

Solo nos queda reemplazar los valores de q, p y E, en que q corresponde a la carga del
electron (1.6*107° C), p la magnitud del momento dipolar (6.3 0_30;[cm] segin el

enunciado) y E es el modulo del campo eléctrico cuyo valor nos entrega el enunciado que
corresponde a 2.5*10° %

= W =2.52%10% [ Nm]

=W =2.52%10"[J]

PROBLEMA 2

Una esfera de radio R y de material no polarizable (& =1) est4 cargada con una densidad de
carga uniforme, de tal modo que su carga total es q. Calcule la energia del sistema.
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Solucion:

Fi 1gura pP.4. 2 1
Sea la esfera de centro 0 y radio R; aplicando el teorema de Gauss a una esfera concéntrica
de radio r, se obtiene:

ﬂﬁ-dgzi-p-i-ﬂ-r3 (para r<R)
& 3

4
E-4r-r :§-p-7z-r3 (pues E es solo funcion der y es radial)

q 3q
ero p = =
p p iﬂR:; 47['R3
—_— .r A 1 3. -’/' ~ -’/' ~
luego E=2L 7=~ .24 -r= A -7 (r<R)
3¢g, 3¢, 47 R 4r-g,-R
pararZR:
] E-as ==+
d 80
4z E=L
80
— q A
luego . E =————r
& Ar-g, 1

La energia del sistema sera:

= 25 e [
02
en que 7 es toda la region en que existe campo eléctrico, (todo el espacio).
Sea W, la energia de laregion r <R,y W, lade laregion r > R, se cumple que:
W=w+W,
Calculamos W, y W, :
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W=ty [[[ £-dz

r<R

T 2
-SO-ZJ- I T[ﬁoRSr] -r?-senf-dr-df-do

9=00=0 r=0

[\

2
%-50-[ﬁ] -”J‘r“-senﬂdrdéﬁd(p
g, -

2 5
L S B VP
2 dr-g,-R 5

2

A
407 -, R

I/Vl:

szé-go-ﬂ E*-dr

r=2R

2
1 2r w o q ,
W,=—-¢g,- ——— | ‘v -senf-dr-df-d
P2 IJ‘J.[M[-&O-er v

»=06=0r=R

2
1 1
W,==g,-| —L— | -4z.—
2 4r-¢g, R

2

__ 9
* 87-g,-R
Finalmente:

2 2
w-&-R\40 8) 207-g-R
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‘ 4.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

Se tiene un cable coaxial formado por 2 cilindros metéalicos concéntricos, de longitud
(di+d2) y radios a y b. El espacio entre ambos conductores se llena con dos medios
dieléctricos no ideales, caracterizados por constantes dieléctricas y conductividades (¢,,0,)

en una zona de largo d1y (&,,0,) en una zona de largo d2 respectivamente.

Si se mantiene una diferencia de potencial V constante entre los cilindros
conductores, calcular
a) La densidad de corriente en el espacio entre los conductores (a<r<b).
b) La resistencia y la capacidad del cable coaxial.
¢) La energia almacenada y la potencia disipada en el cable.
Indicacion: Considere que (di+d2)>>a,b lo que permite suponer simetria radial. Desprecie
las corrientes que circulan por los conductores.

l€ di ale d2

| Ll

A 4

) T o £,0,
R - (

-

Figura PP.4.1.1

PROBLEMA 2
Encuentre la cantidad de energia almacenada en el campo eléctrico producido por una

esfera que mide 3m de radio y que tiene una densidad uniforme de carga p, =2-107* [%}

si se supone que la esfera estd en el vacio (¢ = g,).
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CAPITULO 5. CORRIENTE ELECTRICA

‘ 5.1 Modelo de Medios Materiales Conductores

En electrostitica modelamos un conductor como un medio material que dispone de
abundante carga libre, la cual puede desplazarse sin obstaculos hasta alcanzar el estado de
equilibrio cuando se le ha aplicado un campo eléctrico externo. En el estado de equilibrio
vimos que el campo eléctrico al interior del conductor era nulo.

Ahora veremos el fenomeno de la conduccion eléctrica y utilizaremos un modelo mas
elaborado de la materia, pero que incluye al visto anteriormente en electrostatica. La
principal diferencia con el caso anterior radica en el hecho de que ahora los conductores no
terminan en una pared definida, sino que se extienden en circuitos cerrados, tal como se
muestra en la Figura 86.

(P @)

Figura 86. Corriente en circuitos.

Supongamos que en la Figura 83 se aplica un campo eléctrico circular de magnitud
constante en todo el medio conductor. Si usamos el modelo de conductor visto hasta aqui,
las cargas al interior se moveran debido a la fuerza ejercida por dicho campo, pero no se
alcanzaria la situacion de equilibrio ya que el conductor no termina en ninguna parte. Como
la fuerza sobre cada carga es constante F-gxf (5.1), las cargas se acelerarian

indefinidamente, cosa que no ocurre en la realidad.

Por ello es necesario ampliar este modelo incorporando las colisiones que experimentan las
cargas cuando se desplazan en el medio material. En efecto, al avanzar las cargas bajo el
efecto de la fuerza eléctrica colisionan con la estructura de la red atomica hasta alcanzar
una velocidad de desplazamiento estacionaria en promedio. Esta es la nueva situacion de
equilibrio dinamico del fendmeno de la conduccion eléctrica, es decir, al aplicar un campo
eléctrico constante a un conductor como en la Figura 83, los electrones (y cargas de
desplazamiento en general) alcanzardn una velocidad de desplazamiento constante en
régimen permanente (para un tiempo suficientemente largo). Dicha velocidad dependera
desde luego del campo eléctrico y de la estructura del medio material. Los electrones con
capacidad de movimiento en el medio forman un tipo especial denominado electrones de
conduccion o electrones libres.
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5.2 Definicion de Corriente

La corriente eléctrica es el fenomeno de desplazamiento de cargas en un medio material.
Como vimos anteriormente, dicho desplazamiento incluye mayoritariamente a los
electrones, ya que éstos disponen de mayor movilidad al interior de los medios.

Consideremos un trozo de material al cual se le aplica un campo eléctrico externo como en
la Figura 87.

Area A

o E Movimiento
Movimiento de electrones
de electrones =) g o — >

e Q] S
\\v’
Area A'

Figura 87. Corriente eléctrica.
Si tomamos el plano A que corta transversalmente el medio material de la figura, se define
la corriente / como:
= ‘iTQ[C /seg] =[4] (5.2) esta unidad se llama Ampere.
t
donde Q es la carga total que atraviesa el plano A en el sentido de E .

Sin entrar en mayores detalles, fisicamente lo que ocurre es que en el estado estacionario
los electrones se desplazan con velocidad promedio constante y sin acumularse en ningin
punto. Asi, para una misma area desplazada una pequena distancia de A, tal como A' en la
Figura 84, la corriente serd la misma.

De esta forma, para cualquier volumen 2 de un conductor, tal como el ilustrado en la
Figura 88, en estado estacionario los electrones se desplazan manteniendo la carga neta
nula.

Q..9

Volumen Q

Figura 88. Carga neta nula.
Si designamos por p. la densidad volumétrica de electrones de conduccion y pr a la del
resto de las cargas en el volumen 2, entonces

.[ ” p,dv+ J- I J prdv =0 (5.3) paratodo tiempo t en estado estacionario.
Q Q
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Asi, al aplicar un campo externo se moveran los electrones, pero el numero total de
electrones por unidad de volumen sigue constante.

Consideremos que en este material existen n electrones libres por unidad de volumen que
pueden desplazarse en presencia de un campo externo. Supongamos que v« es la velocidad
de desplazamiento promedio de esos electrones.

Figura 89. Electrones de combinacion.

Entonces, en un tiempo Atf las particulas avanzaran una distancia Ax y atravesaran el area A.
En otras palabras, todas las particulas contenidas en el volumen AvaAf pasan a través del
area A en un tiempo At. La carga total que atraviesa el area A es por lo tanto:

AQ = gnAv,At (5.4)

donde q es la carga de una particula. Luego la corriente que atraviesa la superficie es:
_AQ  gndv,At

A A

S I =qnAv, [A] (5.5

1

Asi, la corriente es positiva en el sentido contrario al movimiento de los
= I =—endv,[4] (5.6)

EJEMPLO 22

Determine la velocidad promedio de desplazamiento de los electrones en un alambre de
cobre tipico de radio 0.0814 cm que transporta una corriente de 1[A]. Suponga que existen
8.46%10% electrones libres de moverse por cada cm® de cobre.

Sol": [=nxqxv,xAd=v,=—L _ (5.7)
nxqgxA
B
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5.3 Densidad de Corriente

Consideremos un conductor muy delgado por donde transita una corriente I, segin se
ilustra en la Figura 90.

— — Nl

\'>A

Figura 90.Corriente por unidad de superficie.

Se define la densidad de corriente J como un vector que indica la corriente por unidad de
superficie. Para el caso de la Figura 90.

jz%f[A/mz] (5.8)

Asi, J tiene la direccion de la corriente. Para el caso de las particulas visto en el ejemplo
anterior de tiene 7_ 1 ;_ gnv,i (vector en sentido contrario al movimiento de electrones).
A

Por extension, cuando se tienen superficies mayores como en la Figura 91 se define J
como

T = s Lm"ils : (5.9

donde Al es la cantidad de corriente que atraviesa en forma ortogonal al elemento de area
AS'y x es la direccion de la corriente (y normal al elemento de area).

/ Area total A

_;
/b AS
Al

N

Figura 91. Vector densidad de corriente.

Asi, la corriente que atraviesa el area A (en el sentido de 45=453% ) es

1:jjj-d§. (5.10)

En general el vector densidad de corriente variara con la posicion.
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En forma analoga podemos definir un vector densidad de corriente superficial cuando se
estudian distribuciones de corriente en superficie. Supongamos que tenemos una corriente
fluyendo en el plano y-z, segun se muestra en la Figura 92.

5 Al

»
>

»
»

»
>

v

~o

» y’
»

Figura 92. Densidad superficial de corriente.
Se define el vector densidad de corriente superficial K [A/m] como
R(r)=, lim, %; (5.11)

Inversamente, cuando disponemos del vector podemos calcular la corriente atravesando un
tramo de ancho L como

L
I :J.K’ojdl (5.12)
0

5.4 Ley de Ohm

En la mayoria de los materiales conductores se encuentra que al aplicar un campo eléctrico
se verifica la relacion

J=gE (5.13)
donde g es en general constante y se denomina conductividad. Las unidades de g son

[A/Vm]. Es comin llamar Mho (o MHO) a la unidad [A/V], con ello también se usa
[MHO/m] como la unidad de g.

Todos los materiales que satisfacen la relacion anterior se denominan ohmicos y g puede
depender de otras variables como la temperatura o la presion, pero no del campo eléctrico.

Existen también materiales no 6hmicos en donde g depende del campo eléctrico aplicado,
pero en este curso no los estudiaremos.

Consideremos un conductor alargado de seccion uniforme S por donde circula una corriente
I debido a la presencia de un campo E segun se muestra en la Figura 93.

1] / 2,
Seccion S ! 1

g 0

Figura 93. Ley de Ohm.
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Por la ley de ohm J =g £, pero suponiendo distribucion homogénea de corriente j = Iry
S

2
de la definicion de campo E=—VV:—JE-dxf=V2—K:>V2—K —_E-]
1

= VI—V2=E-I:E=M§

Reemplazando valores en la ley de ohm se tiene
1 n-v,-

1 =9oX
s T8

Se deﬁnep:l (5.14) como la resistividad del material y g = p xé (5.15) como la
g

resistencia. Las dimensiones de la resistencia son [Volt/Ampere] y se llama OHM. Con esto

podemos escribir

= AV =RI (5.16)
Esta es la Ley de Ohm en conductores.
También es usual definir G = 1/R como la conductancia del material.

En general, mientras menor sea la resistencia de un material serd un conductor mas
eficiente, y en el limite, si la resistencia se hace nula hablamos de un conductor perfecto
donde Ay =0. Este Gltimo caso ocurre en algunos materiales pero en condiciones de muy
baja temperatura, son los llamados superconductores.

Para un material es posible medir su voltaje y corriente y determinar asi la caracteristica V-
I,y con ello la conductividad, segin se muestra en la Figura 94.

A
VI[v] Material ohmico

Material no ohmico

ITA]
Figura 94. Caracteristica V-I.

A continuacion se presentan valores de conductividad para diferentes materiales.
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Conductividad (aproximada)* de algunos materiales a 20°C

Tabla 3. Conductividad (aproximada)de algunos materiales a 20°C.

Material Conductividad ¢
(mhos/meter)
Conductores
Plata 6.1x 10
Cobre (standard) 5.8x 107
Oro 4.1x 10’
Aluminio 3.5x 107
Tungsteno 1.8x 107
Zinc 1.7 x 10’
Bronce 1.1 x 10’
Hierro (puro) 10’
Plomo 5x10°
Mercurio 10°
Carbon 5x 10
Agua (mar) 4
Semiconductores
Germanium (pure) 2.2
Silicon (pure) 44x10™
Aisladores
Agua destilada 10
Earth 10°
Bakelita 107"
Papel 10"
Vidrio 107"
Porcelana 1072
Mica 10
Parafina 107
Goma (dura) 10
Cuarzo (fusionado) 107"
Cera 10"

(*) Estos valores pueden variar en otras Tablas ya que hay muchas
variedades y aleaciones de cada material y la conductividad es ademas

sensible a la temperatura, impurezas, etc.
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En el caso general se tienen conductores irregulares como en la Figura 95.

E,
2, O
V. Sosoy

1 2

Figura 95. Corriente en conductor irregular.

Aqui la diferencia de potencial entre los extremos es Ay =y, -y, y dado que la corriente en

las caras extremas es la misma (no hay corriente que se acumule o salga por otra superficie

del conductor) se puede definir la resistencia como
2

[E-dI
_ (5.17)

[[gE-dS

donde el recorrido de la integral de linea es cualquiera y el area es cualquier seccion
transversal del conductor.

EJEMPLO 23
Un alambre de didmetro 1mm. y de conductividad g = 5x10" mho/m tiene 10 electrones

libres por m’. Si se aplica un campo eléctrico de 102V /men la direccion axial se pide:
a) la densidad de carga de electrones libres
b) densidad de corriente
c) corriente
d) velocidad media de los electrones

Solucion: _
2 E

= ®

Area A

Figura 96. Conductor unifilar.

a) p,=nxe=(107)x(-1.6x10")=~1.6x10"[C/m’]

b) J=gE=(5x10")x(107)i = 5000007[4/m>]
Vi=[[J-dS= 4 :(5x105){ﬂ[1(;3] ]=0.393[A]

J 500000

= L ex10° :>vd:3.125><10_5m/s
le’l O X

d) J=gxnxv,=>v, =
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5.5 Fuerza electromotriz

Llamaremos fuerza electromotriz FEM a un dispositivo con la propiedad de
mantener una diferencia de potencial definida entre sus terminales.
Esquematicamente se muestra en la Figura 97.

O v,

1
V, -V, = AV independiente de lo que se

FEM

conecte entre los terminales 1y 2.

2
OVz

Figura 97. Fuerza electromotriz.

Una pila comin, una bateria de auto, un generador son ejemplos de fuerza
electromotriz. SIAJY >0 Se acostumbra a anotar como:

Conductor perfecto R=0

W \

e
+

Figura 98. Notacion FEM.

Recordemos que por “conductor perfecto” entenderemos un conductor con una
conductividad muy grande y que por lo tanto presenta una resistencia (R) despreciable y no
registra diferencia de potencial alguna. Sin embargo, en la practica las FEM poseen una
resistencia interna Ry, por lo que la representacion mas usada es la siguiente:

+ Rin

Figura 99. FEM en circuitos.

Examinemos la configuracion de la Figura 100.
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Conductor perfecto Conductor perfecto

lV] VZI
—
) 7w @ )
-
X,1 I

A
— e '
7 |'

Cable conductor perfecto g

Figura 100. Conductor real.

Habiamos probado que la diferencia de potencial entre los “conductores perfectos” es

l_ —_
—[Eedi=V,-V,
2

El=V, -V,

donde / es la distancia entre los conductores. Esta diferencia de potencial es
exactamente el valor de la fuerza electromotriz. Luego

e=V -V,

=e=FE-I,
Por otra parte, la corriente que atraviesa el area A es / =J - 4. Ademas la densidad de
corriente cumple conJ = g E . Luego, si / es ¢l largo del conductor de seccion A,

tenemos

:>I:g—8A:>g:L1
) g4
DY

=c&=RI

Esta expresion corresponde a la Ley de Ohm vista anteriormente.

La fuerza electromotriz € realiza el trabajo de tomar cargas a un potencial y entregarlas
a uno de mayor magnitud. Al circuito analizado se le representa como:

I
e A2
| |
| |

+€-
Figura 101. Convencion signos.
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5.6 Efecto Joule

Consideremos la configuracion de la figura:

—
I 1 EJ 2
| :

|

| I

+ € -

Figura 102. Efecto Joule.
La energia de la carga en el disco 1 es
U =A0 "

donde AQ, es la carga que atraviesa el plano Ay V; es el potencial en 1.

Similarmente la energia en el disco 2 es U, = AQ,V,.

Por lo tanto la diferencia de energia es
AV =AQV, - AQ,V,

pero AQ, y AQ, son iguales (no hay acumulacion de carga)
= AU = A0V, - 7,)

Por otra parte la potencia es el cambio de la energia en el tiempo, o sea
P:ﬂzg(z—%), pero &:]
At At At
= P=10,-7,)
y haciendo coincidir 1 con el comienzo del conductor y 2 con el fin tenemos que

= P=1AV (5.18)
es la potencia disipada en el material.

Dicha potencia se expresa en un calentamiento del material producto de las colisiones
entre las particulas. Esta potencia es suministrada por la FEM.

Como AV=RI , una expresion usual de esta potencia es:
AVY

P=RI* (5.19) 0 P=(R

(5.20)
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En general, para un material cualquiera tendremos

ds

! dv
/]
J S
. :
f s

— > dr

Figura 103. Energia en elemento diferencial.

La potencia disipada en el elemento de volumen es  gp— (j : dg).( E. df) (5.21)

—
1 AV

0 dP=J-E-ds-dr. (522)
Como todos los vectores son paralelos dS -dr = dv y podemos escribir finalmente la
expresion

.-.P:”jJ-Edv (5.23)

la cual representa la potencia disipada en un material de volumen Q.

146



‘ 5.7 Cargas en medios materiales

Resumiendo lo que hemos visto hasta aqui es lo siguiente:

(1) Dieléctricos
Figura 104. Cargas en dieléctricos.
D=si+P
D=¢FE

Los medios se componen de dipolos que pueden girar en torno a su posicion de
equilibrio, pero no se desplazan.

(i)  Conductores:

Equilibrio electrostatico

E=0
V =cte

Figura 105. Conductores en equilibrio electroestatico.

Sélo tiene distribucion superficial. La carga al interior es nula p=0y no hay polarizacion
P=0.

Equilibrio Dindmico: corrientes

o OO o
0 T ©

Figura 106. Conductores en equilibrio dindmico.

Electrones se desplazan con velocidad constante. Carga total por unidad de volumen es
nula. También puede existir una polarizacion del material P=0 (6rbitas de electrones se

desplazaran de su centro).
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Si llamamos p, a la densidad de carga de electrones por unidad de volumen y

P @ladensidad del resto de las cargas, se cumple

J-J.J.pedV + IJ.IdeV =0 (5.24) en todo el volumen Q.
Q Q

Ademés los materiales ohmicos cumplen con J = g E .

Asi, en general un medio material puede presentar caracteristicas de dieléctricos (g), o sea
aisladores, o conductores (g) como se muestra en la Figura 107.

E
—»

Heectrones libres
dipolos @ t—

© <
© & o &

Figura 107. Cargas en materiales reales.

Si g—o0 = conductor perfecto
Si e—>o0 = aislante perfecto

Ambas caracteristicas son contrarias, es decir, si es un buen aislante tendra pocas cargas
libres y sera por lo tanto un conductor pobre.
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5.8 Corriente de Conveccion

La corriente de conveccion se produce cuando se tiene una masa con carga en
desplazamiento, por ejemplo un liquido con carga fluyendo por una cafieria. Consideremos
que esto ocurre en la Figura 101, con una masa eléctricamente cargada que se desplaza con
velocidad v..

Al

®
5 (D
\

)

v

m,q

v

Figura 108. Corriente de conveccion.

Si la masa contenida en el cilindro elemental tiene velocidad ve, y si designamos por o la
densidad de carga en dicho volumen, entonces la cantidad de carga contenida en el
volumen ASxAl es p.x(ASxAl). Por lo tanto, la corriente atravesando al drea AS en un
intervalo Az es

A7 _AQ _ pASXAL =pCASAJ, (5.25)
At At At

pero v, = i—i = Al = p ASv, (5.26)

Luego el vector densidad de corriente es

J(7)= pyv.ii , (5.26)
donde # es el vector unitario en la direccion de desplazamiento de la masa cargada.

Se cumple
[= ﬂ J(7)-dS (5.27)

Donde I es la corriente total que atraviesa el area A (la cual desde luego no se mueve).

Conviene precisar que en las corrientes de conveccién NO tiene sentido la ley de ohm, es
decir, no se cumple la relacién J = g .
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EJEMPLO 24
El sistema de la figura representa una cinta transportadora de un polvo cargado que puede

modelarse como una densidad superficial de carga o =107>C/m”. La cinta tiene un ancho
de Im se mueve a una velocidad de 2 m/s. Se pide:

a) calcular la corriente que atraviesa el area A
b) (cuanta carga ha pasado en 5 segundos?

Ancho 1 m

Figura 109. Cinta transportadora de carga.
Solucion:

2) ]=G><6A[:Al:gdvc :10‘{C2}<1[m]x2{m}
s

m
1=2x107[C/S]=20m4
b) AQ = I xAt =2x107[C/S]x5[S]=10""[C]

La corriente de conveccidn tiene gran importancia en el entendimiento de los seres vivos.
Por ejemplo el intercambio de sustancias entre células se puede explicar mediante un
modelo eléctrico en base a corriente de conveccion de proteinas.
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5.9 Ecuacién de Continuidad

Consideremos un volumen Q del espacio en el cual se tiene un flujo neto de corriente
saliendo del volumen.

= f}7-d5 (5.28)

$()

sallda

aqui dS = dShapunta hacia afuera del volumen Q.

Figura 110. Continuidad de carga eléctrica.

Si llamamos Q;, a la carga contenida en el volumen €2, entonces se debe cumplir
[ =-9 (579
dt

salida

O sea, la corriente que sale corresponde a la variacion de carga encerrada en el volumen.
Supongamos que Q;, se describe a través de una densidad de carga libre (o de
conduccion) p,, ¢ Luego:

0, = [[[ Pa()av  (5.30)

0 _
Loian = ‘5[[1 P (V. (5.31)
Dado que el volumen Q es fijo (no depende de t) podemos escribir:

sallda_ J.J-J.|: Pa (r)i| V (532)

y reemplazando en la expresion original tenemos:

_M[ Pn(r)}dV ff7-as (5.33)

S(Q)
Aplicando el teorema de la divergencia al lado derecho

_Iﬂ[ PQ(V)}dV jﬂv Jdv (5.34)

Como se cumple V espacio Q2 (contenga este un medlo material 0 no)
=V.-J+ %pg (¥)=0 (5.35) Ecuacion de continuidad.

La carga no aparece ni desaparece espontaneamente, sino que se conserva.

% Notar que la carga de polarizacion no se desplaza, ya que sélo gira en torno a la posicion
de equilibrio.
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5.10 Ecuacion de Continuidad en Medios Materiales

Consideremos un medio material que posee tanto caracteristicas dieléctricas () como
conductoras (g). Supongamos que en t=0 se inyecta instantaneamente una densidad de
carga p,(r)en el material. Determinaremos la variacion que experimenta la carga para /0.

Figura 111. Ecuacion de continuidad en medios materiales.
Tenemos
J=gE=V-J=gV-E, donde hemos supuesto g constante.
Pero
DecE=v.j=8yv.p=& ()Y reemplazando en la ecuacion de continuidad
&
obtenemos

op(t _
€ p(0+ P —0 po)=ppe ™ (530

donde T=¢/g (5.37) es la constante de relajacion y mide la rapidez con que la carga en

volumen emigra hacia la superficie. Asi, en régimen estacionario no hay carga en volumen
y s6lo hay carga superficial.

EJEMPLO 25

Considere un medio material que forma una esfera de radio R, el cual tiene caracteristicas
dieléctricas ¢ y conductividad g, segin se mestra en la Figura 105. En =0 se carga dicha
esfera con una carga Qo uniformemente distribuida.

Figura 112.Carga en funcion del tiempo.
Se pide:

a) Determine la ecuacidon que rige la carga en la esfera para ¢ > 0,

b) Evalue el tiempo que toma la carga en volumen en disminuir 36.8% de su valor
inicial,
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¢) Cuanto vale el tiempo calculado en b) para los siguientes materiales:

g €R
Cobre 5.8x10’ 1
Cuarzo fusionado 107" 5
Sol"
a) la ecuacion que rige la carga es:
p(t) Lo _

Ot
Integrando en el volumen

= m[f () + @;Et)jdV =0

= %jijp(t)dV + ;Jlj;jp(t)dV =0
(1) (1)

=£00)+ ©W 02 00)-0,e "

_ 4
Para t=0 Q, = ,00§7Z'R3 yr,=¢
b) 0.3680, = Qe " =t =T,

c)

cobre Cuarzo fusionado

Tr 1.53X10_19seg 51.2 dias
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5.11 Condiciones de Borde para J

Consideremos la interfaz de dos medios materiales como en la Figura 113. A ambos lados
hay campos y densidades de corriente.

Figura 113. Condiciones de borde.

De las condiciones de borde para dieléctricos teniamos que la componente tangencial del
campo eléctrico se mantiene (aqui sigue cumpliéndose V x E = 0) y que la diferencia de la
componente normal del vector desplazamiento es igual a la densidad de carga superficial
(sigue cumpliéndose la primera ecuacion de Maxwell v e D = p). Por lo tanto

E, =E, = ﬁ = ﬁ

& &
D,y =D,y =0y,

n —82@ . (5.38)
& &>
Por otra parte, también usaremos la ecuacion de continuidad ¢, ;. 9o _ , para obtener

V-J+—
ot

= glEln - 82E2n =0, =¢&

condiciones sobre J. Tendremos dos casos interesantes.

I. Situacién Estacionaria %°() _ . Cuando no existe variacion de carga en la interfaz se
ot

cumple V.J =0. Si tomamos un volumen como el del cilindro de la Figura 106
obtenemos (se procede en forma similar a la usada para derivar la continuidad de la
componente normal del vector D)

J, =J,, (5.39)

Aqui claramente habrd una carga acumulada en la interfaz ya que las condiciones
(5.38) deben cumplirse. Asi, al reemplazar la componente normal de J en (5.38) se
tiene

S, E (539)

Jy, =0 (—+
&1

& &y
1 72) Yy JZn = Gl
2

g &

Cuando se cumple esta condicion de borde diremos que el sistema esta en estado
estacionario o en régimen permanente, la cual es equivalente a suponer Jp _ 0
ot

154




II. Situacion Transitoria. Cuando hay variacion de carga tenemos que aéo # 0. Haremos
t

uso ahora de la ecuacion de continuidad en el volumen Q indicado en la Figura 106.

v.j+a£:() 6 en su version integral ﬁj-d§+6—Q:0-
ot ot

S

Aqui Q es la carga en Q2 y haciendo tender el largo del cilindro a cero

= {J-dS =J,,AS - J,,As ©-40)

S(Q)

y 99 solo se concentra en la interfaz, luego

or
60 &
= Z_%(5-A9) (5.41
& =5, (0°A5) (54D
:>J2AS—J1AS+%—TAS=O
— g, -, +29 0
ot

Esta es la condicion que deben satisfacer las componentes normales del vector densidad de
corriente de ambos medios. Esta situacion se llama transitoria o transiente.
Caso en que uno de los medios es un conductor perfecto.

Consideremos la interfaz entre un medio material y un conductor puro tal como se muestra
en la Figura 114.

o \NWWM Medio material

Conductor puro

Figura 114. Dieléctrico y conductor perfectos.
Al tomar la superficie Gaussiana S, se tiene

{{D-dS =D, AS-D, AS =5 AS -42)
S

Al interior del conductor perfecto el vector polarizacion es nulo. Luego, los campos
cumplen

ek, —¢cE =0  (5.43)

Las condiciones de borde para el vector J en este caso son las mismas que desarrollamos
anteriormente.
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EJEMPLO 26
Considere el sistema de la Figura 115. Se pide:

a) Calcular J,E y Dentre las placas conductoras en la condicién de equilibrio.
b) Idem pero en la situacion transitoria.

) conductor
Potencial Vo / >
\ dn2
81 ’ g 1 1 ’ E 1> J i/z
1 -

S @

——  Potencial cero V=0
Figura 115. Condensador compuesto sin acumulacion de carga.

conductor

Sol"

a) Supondremos que campos y densidades de corrientes tienen direccion segun z.
Dado que estamos en la condicion de equilibrio, no hay variacion en la carga

d(oAS)

superficial o entre los dos medios, es decir, se cumple =0 en la interfaz y

por lo tanto de la ecuacion de continuidad =V -J =0 en régimen permanente.
Segun vimos esto conduce a la condicion

= J2n = Jln
Para los campos eléctricos supondremos El_ =E, (_]Q) , con E; constante para ambos

medios. De la Ley de Ohm se tiene

J, =gk yjzzngz ’
Por lo tanto,
glEl = ngz (5.44)
Por otro lado, sabemos que la relacion entre el voltaje y el campo eléctrico entre dos
puntos (1,2) cualquiera es

2
V,~V,=—[E-di
y haciendo coincidir 1 con el potencial cero y 2 con el potencial V) tenemos

:Voz—{dsz( P)-dek + [E,(F)- dzk}

d/2

V, :E2§+E1§ =E+E,=-""k
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b)

Usando la condicion (5.44) obtenemos

— - V, ~
&2 F, +E, ==k

&1
~ 2g.V. A ~ 2g,V N
= E=— 8% o, E=- 80 g
d(g +&5) d(g, +g,)
Luego las densidades de corriente son
- 2 V, =« - 2 Vo ~
Jy=— £182%0 Foy J=- 818250 A
d(g, +g,) d(g, +g,)

Claramente se cumple la continuidad de la componente normal del vector densidad
de corriente en la interfaz. Para los vectores desplazamiento tenemos
Do=— 2¢&,8\V, i D = 2¢,g,V, i

P od(g +g,) ' od(g +gy)

Por lo tanto existird una distribucion de carga o entre los dos medios materiales
dada por la condicién
D, - D, =c, donde usamos la notacion p. = p.(—k)-
Luego,
_ 2V, (6,81 —€18>)
d(g, +g,)
Es importante notar ademas que habra una densidad de carga en la cara interior de

los conductores (interfaz entre conductor puro y medio material). Si llamamos
o, y 0,2 las densidades en la placa superior ¢ inferior, sus expresiones son

= ~ 2 V.
D e(-k)=c, = _ 618V
d(g,+g,)
~ 2 V.
d(g,+g,)
Consideramos ahora el periodo transiente para la distribucion de carga  en la
interfaz . Usamos la misma notacion anterior D, =-D,-k, E, =-E, -k
Donde los campos tienen la direccion de la Figura 116.
V=Vo
I |
G
D L E, ,J O “r8
&5, 8

AS

Figura 116. Condensador compuesto con acumulacion de carga.

Seglin vimos la ecuacion de continuidad en el régimen transitorio conduce a la
condicion de borde

J, J+a—0 0
or
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Por otra parte, de las condiciones de borde para el vector desplazamiento
D,-D =0
=>&Ek -k =0
Ademas sabemos que

d _ ~ d/2_~ _ d _ ~
Vy—0=~[E-dl = [E,-dl - [E,-d
0 0 d/2
d/2 d
n:-jLEk)ﬁk— (- £f) dzk
0 d/2
d d 2V,
VO=E15+E25:>E1+E2=70 (546)
De (5.45) y (5.46) tenemos el sistema:
E1+E2=%
d

-k +&E, =0

ex)+(2)= gE, +&,F, :%81 +0

=FE = ! (%g]JraJ

& +e,
g, x(1)=(2) = &,F, + 5,E, =202 _
=E = ! (—ZVOEZ —o*j
g+e\ d
- (2&_0}2
g+e\ d
E, =- ! (% + o-jlé
&+e&\ d
Luego las densidades de corriente son:
j = _&[2”052_6),; i
g+e\ d
7= g(m + ajz; g
g+es\ d

Tomando la diferencia

J.—J :g2(2V<)gl+o-j_g1(2Vogz _O_J
P g 4e\ d g+e\ d

_J = g:2Ne g2, +O_(g1+gz)
=
d(g +&,) d(81+6‘2) & +¢&,
~Jy,=J, =a+ fo

2

(5.45)
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., . oo
Reemplazando en la ecuacion de continuidad = o + fo + > =0
¢

Solucion Homogénea  o(t) = ke ™

Solucion Particular o=-

@
s

ZVO(g251 _glgz)
@ _ d(s +¢,) :2V0(g281—g182)

B &+g d(g, +g,)
81 +82
I+ 2
O'(t): 2V0(§251 _glgz) efga,i ! 1
d(g +g,)

Notar que para t—o0
_ 2,(g5 — 2,61

o e)=e d(g +g)

0

que es el resultado obtenido en la parte a).
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5.12 Ley de Voltajes de Kirchoff

Consideremos un sistema de conductores como el de la Figura 117.

1 g,& 2 3 g,,6, 4 n-1 &->%4 n

QL ) &

lConductor perfecto

| |
+ &
Figura 117. Ley de voltajes de Kirchoft.

La diferencia de potencial entre 1 y n es
AV =jE1 .di+jEZ odl .. j E_-dl (547)
AV =IZE,1,- =(’3/| O —”;4)+-»-+(Vn,1 -V) (5.48)
Pero AV =¢
= YAV —g=0 (549)
..La suma neta de las diferencias de potencial en un loop cerrado es nula. Esto se
conoce cono “Ley de voltajes de Kirchoff”

EJEMPLO 27
Encontrar el voltaje en el condensador de la figura 118. si este se encuentra inicialmente
descargado.
10

Vv

v

1uF

Figura 119. Circuito RC serie.
Sol":
Aplicando ley de voltajes de Kirchoff:
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10V =V, +V,
10=10+V,
v,
dt

pero i=i.=C

dv,.
dt

10=10"° ddi + V. Ecuacion diferencial ordinaria

t

=10=C

+V,

Resolvemos la solucidn particular y luego la homogénea.

Solucidon homogénea:
o dVy,

=10 7 + VCh =0

z

=V., =ke” 7=10"°

Solucién particular:

ave, 0

dt

=V, =10

Soluciéon completa:

Ve =Ve, Ve,

=

V.=10+ke *
Aplicando la condicion inicial:
Vo(t=0)=0=k=-10

finalmente

t

V.(t)=10(1-e 7V

Notar que para t — o V(¢) =10V = no hay corriente en el circuito.
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5.13 Ley de Corrientes de Kirchoff.

Consideremos ahora un sistema de conductores que convergen a un mismo espacio 2
seglin se muestra en la Figura 120.

Figura 120.Ley de corrientes de Kirchoff.

Si no existe acumulacion de carga

ggzo:ﬁrjzo (5.50)

Tomando el volumen Q que contiene a todos los conductores convergentes

= [[V-Jav =0 6>

y aplicando el teorema de la divergencia

] J-a5=0

S(Q)

[ﬂ[ J,-dS, +D] J,-ds, +...+|ﬂ J,-dS, =0
s, S, s,

S+ L+ +1 =0(5.52)

Si no hay acumulacién de carga la suma neta de corrientes que convergen a un espacio
cerrado es nula. Esta es la “Ley de corrientes de Kirchoff”.
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EJEMPLO 28
Calcular la corriente I de la figura 121 si el condensador se encuentra inicialmente

descargado.
T I
>
l I |
. __1pF
E— 10
10V ——
— 10
Figura 121. Circuito RC paralelo.
Solucion:
De la ley de corrientes de Kirchoff obtenemos que /=1, +1,
De las ecuaciones del condensador sabemos que /7, =C ddzc
De aplicar ley de voltajes de Kirchoff y ley de Ohm se obtiene
1=t 1 _or 41
R 1Q
I - Vo _10-V,
* R 1

Igualando las dos expresiones encontradas para la corriente /,llegamos a la siguiente

ecuacion diferencial:

10°° e =10-V,
dt
En el ejemplo 27 resolvimos la misma ecuacion diferencial con la misma condicidn inicial,

llegando al resultado que se muestra a continuacion:

t

V.()=10(1—¢ "W conz=10"

o 41001 er)
dt

=1,=10" [lOle’J

=1,=1

T

=1, =10e "[4]
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Finalmente
I=1+1,

I(t)= 10(1 +e_;j[A]

Notar que para t - o [(t) =104 = solo hay corriente en la resistencia R1, es decir, no hay
corriente en el condensador.
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5.14 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:
Considere el circuito de la Figura .
I /»

Figura P.5.1.1
Se pide:
a) Determinar la corriente I en funcion del tiempo si en t = 0 la carga del condensador
es nula (voltaje nulo).
b) Calcular la corriente para la condicion estacionaria (t infinito).
Solucion:
a) Por laley de corrientes de Kirchoft:
I=1p =1 +1
Iy, =VioR
dv,
dt
Pero por ley de voltajes de Kirchoff V,, =V,

:>I:RVC+CdVC
dt

I.=C

Utilizando nuevamente la ley de voltajes de Kirchoff'y la ley de Ohm
Ve =E-V,
=>1=1,=R(E-V,)

Entonces formamos la siguiente ecuacion diferencial:

R(E-V_.)=RV, v de
di
cde +2RV. =RE
dt

Para resolver esta ecuacion debemos encintrar la solucion particular y la homogénea.
Solucidon homogénea:
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dv.,

=0=2RV,+C
dt

_2R,
Ve, (t)=ke €
Solucidn particular:
dv,. _0
dt

2Ry R
c° C

E
VCp = ?
Luego

2

V(1) = g +ke A

Aplicando condicion inicial:

V.(0)=0
:>0:£+k
2
:>k:—£
2

2
:Vc(z)=§[1—e RC j

Pero lo que buscamos es la corriente I, la que estaba dada por 7 =R (E - VC)

2
NG E PO P
Rl 2

E -2t
I(t)=—e *¢
(0 R

b)

E
lim/(t) =—
t—0 () 2R

Resulta intuitivo este resultado, pues el condensador durante el régimen transitorio se carga
no conduciendo una vez cargado. Correspondiendo entonces la corriente I en régimen
permanente a la corriente del circuito sin el condensador.

PROBLEMA 2

Se tiene un par de electrodos de placas planas paralelas entre las cuales se aplica una
diferencia de potencia Vo. En el interior se coloca un dieléctrico perfecto junto con dos
secciones de dieléctrico con pérdidas. Pare este problema se pide determinar:

a) La distribucion de campo eléctrico en todo el sistema. (desprecie efectos de borde)
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b) La capacidad equivalente C del sistema de electrodos.
¢) La conductancia equivalente G del sistema de electrodos.
d) La densidad de carga libre en las placas y en las interfaces del sistema.

:lcVo2

Wcondensador 2

: : vy
Hint: la energia eléctrica w = g _[ d—ozdv y

Considerar profundidad unitaria

Vo
Z
d £,0 & £,0
—r————r— \
b 2a b ey
Figura P.5.2.1

Solucion:

a) Los campos E\,E+, E5 estan los tres en la direccion Z y con el sentido de este
mismo vector (van de mayor a menor voltaje). Como estos tres campos son
tangenciales a las interfaces del medio, se tienen que Ev=Ex =Esx (condiciones
de borde)= Ei=E,=FEy=E

Habiamos visto que:

d
AV = —IE dl > E= % (entre las placas)
0

A

Luego: E=-z
8 d

Fuera de las placas el campo es nulo, pues la carga encerrada sera cero.

b) w, =w, +w,+w, como w, =w, = w, =2w, +w,

2 2
:>wl=ﬁIE2dv=ﬁjV—‘)2dv=ﬁV—°2b-d~l
2 2°d 2d

2 2
w2:i V—OzdvziV—oz2a-d.l
279d 2d
luego

2
w, = I%(ag2 +b¢g))
Soélo nos queda igual a la energia eléctrica del condensador
1 45

= 5CV02 =7°(a82 +be,)

= C=§(a52 +bg))
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A

¢) Ji =GIE=O-;]V° z

1=([J-dS=1=2[[7],-dS
A A

=1= 20-5'1 V, pero I=GV (ley de ohm)
G- 20,b
d

d) Sabiendo que Din—Da, = p, pero el campo solo tiene componente tangencial por lo
tanto no hay densidad de carga en las interfaces.

PROBLEMA 3
Un conjunto de n placas conductoras de areas 4,24,44,....2" 4,....2"" A, estan ordenadas
formando una pila vertical. La distancia entre las placas sucesivas es d y entre ellas hay un
material de conductividad G=cte. Experimentalmente se encuentra que la resistencia
eléctrica entre la primera y segunda placa es 1Q.
a) Calcule la resistencia total cuando n—oo
b) Considere la situacion de la fig. en el limite cuando n— y calcule la intensidad de
corriente que circula por la resistencia de 1QQ. conectada entre la cuarta placa y la
tierra.

— AWt =i

V= 1Volt A

1 Volt :_

Figura P.5.3.1
w k
Indicacion: Z(%j =2

k=0

Solucion:
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1=([s-das=[[g-E-ds
1=ﬂJ(/€)~dS=jjJ~dx~dy=J-A
S g-E-A=1
4
g-E-A

R=

VV:—EQd—V:—E:dV:—E-dz

dz
Integrando

v, d
[av=-[E-dzV,-V,=-E-d =V=E-d
7 0 —

-V

_g‘ k=0 g-4i%
R, :ﬁ pero =R =1Q
g g
=R, =2 L):zg
g.
b) R

Figura P.5.3.2
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R+R +R, = d d

-1[0]+2[0]+ 0] =2[0]

R, =(4+1)" :%[Q]

R, =2{0]+[0]-2[0]
b= =545

20
Ve + Vi +Ve Ve = 1[V]

I.-(R +R, +R3)+VR}Y =1[r]

+ +
g-A 2g-A 4g-4A
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5.15 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
En el circuito de la figura, el interruptor K, permanece cerrado y el K, abierto hasta que el

condensador C se carga a un potencial Vo. En t=0 se abre K, y se cierra . Para

t > 0 determinar:
a) El voltaje en el condensador.
b) El tiempo que demora el condensador en descargarse.
c) La potencia en la resistencia en funcion del tiempo.

Figura PP.5.1

PROBLEMA 2

Se tiene un tren de juguete que se mueve sobre rieles colocados en forma de circunferencia.
Los rieles tienen una resistencia r por unidad de longitud y el tren tiene una resistencia R.
Se aplica una diferencia de potencial ¥V, entre los rieles.

a) Encuentre y dibuje el circuito equivalente.
b) Encuentre la corriente que pasa por el tren cuando este se encuentra formando un
] @ con la direccion de referencia.

AN

Figura PP.5.2
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PROBLEMA 3

Se quiere energizar un circuito electronico por el que circulan 20 mA a 2400 Volts. Para
esto se dispone de una fuente de tension de corriente continua de 3000 Volts que tiene una
resistencia interna de 10 £Q; y de un divisor de tensidon formado por dos resistencias; como

se indica en la siguiente figura: R
1

@ .

R 2400 Vee
20 mA

R =10kQ

_l’_
E=3000 Vcc™

Figura PP.5.3.1
a) Se pide calcular las resistencias R, y R, para alimentar el circuito de modo que la

potencia entregada por la fuente de tension sea minima; calcule esta potencia.

b) En el mismo circuito se quiere ademas hacer funcionar un galvanémetro ideal (sin
resistencia interna), que funciona solamente si la corriente es igual o mayor que 20
mA. El circuito a emplear en esta parte es el que se muestra a continuacion:

R 2400 Vee
20 mA

+
E=3000 Vec (o) 1s>20m4

R =10kQ

Figura PP.5.3.2

Se pide calcular las resistencias R, y R, para alimentar el circuito de modo que la

entrega de potencia por la fuente sea minima; calcule esta potencia.
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CAPITULO 6. MAGNETOSTATICA

‘ 6.1 Introduccion

El estudio de la magnetostatica comprende el fendémeno del campo magnético producido
por corrientes estacionarias. O sea, se cumple J=constante en el tiempo y

86_/; = 0 = campos no dependen del tiempo.

A pesar de que los efectos magnéticos de los imanes se conocian ya en la antigua Grecia,
fue Oersted quien en 1819 propuso un primer modelo para explicar la desviacion que sufre
la aguja de una brujula por la accidén de una corriente eléctrica. Sus resultados condujeron a
la determinacion de la fuerza que experimenta una carga en presencia de una corriente
eléctrica, y posteriormente a la de las fuerzas entre circuitos eléctricos.

6.2 Fuerza de una Corriente sobre una Carga Eléctrica

Consideremos una carga eléctrica q con velocidad # y una corriente / que circula a través
de un circuito eléctrico (que llamaremos /) segiin se muestra en la Figura 121.

N

Figura 122. Carga movil frente a un circuito.

Se encuentra experimentalmente que la fuerza que experimenta la carga esta definida por la
expresion
F = gii x §M (6.1)
o ArE -7

donde:

i es lavelocidad de carga q

Id] 'es el elemento diferencial de corriente por el circuito I’

7 indica la posiciéon de q

7' recorre el circuito I'” indicando la posicion del elemento dl'
11, = 4 x 107 [H /m]CS UNA constante llamada permeabilidad del aire.
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EJEMPLO 29

Calcule la fuerza que ejerce un circuito circular de radio R y corriente I sobre una carga q

ubicada en la posicion z = z, para los siguientes casos:

1) La carga esta inmovil
i) Carga se mueve con velocidad inicial -,
iii)  Carga se mueve con velocidad inicial 4=y j
v) Carga se mueve con velocidad inicial =y ;.
Solucion:
Consideremos la configuracion de la Figura 122.
2,k
7
R \ )
— T Vo)
¢ N T
X,1 ) 1dl = 1dl$

Figura 123. Circuito circular.

Primero calculamos la integral de linea ft; sobre el circuito circular, de radio R y corriente

I, sobre el eje z. Aqui I’ es el circulo derradio R del circuito. Tenemos
1dl = Idi$ = 1di(- singi +cosg}) , di = Rdg
7'= Rp = R(cosgi +singy)
7 =zk
7 —F'=—Rcosgi — Rsing + zk
|F =7 =[R* cos® @+ R*sin* p+ 2*]* =[R* +2*] "

luego :
f =2j” ﬂ%(—Sin(D;-FCOSﬁ)X(—RCOS(D?-RSil’l({i-i—ZkA)
r 0 472'[R +Z]
z IR . ~ . oA A A
=X :2j %[Rsmz(pk+zsmgoj+Rcoszgpk+zcosgoi]
r 0 47r[R +z]

=

0

Luego la expresion para la Fuerza sobre una carga q en la posicion z es

HIRdg
arlR? + 21"
_ WJdR27m 4

v Ag[R 4+ 2"

[zcosgof+zsin(pj‘+RI€]

ﬂn]Rz

w ] iixk (62)

F=¢q
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Entonces:

1) Si la carga esta estatica (; =) permanece estatica 7 — .
i1) Si tiene una velocidad inicial 3 =y se tiene f -, es decir, la carga sigue
moviéndose con la misma velocidad.
i) Si se le da una velocidad inicial en el sentido j, i.e., V, = v, j experimenta una
fuerza dada por la expresion:
F = vuxﬂi i) (63
T (RH—Z@)KZ(I) (9
v) Si la velocidad inicial es ahora v, = vo la fuerza que experimenta q es:
2
H, 27IR A
F qvy x 4o - R+ ( ]) (6.4)

6.3 Definicion de Campo Magnético

Habiamos dicho que la expresion de la fuerza que produce un circuito sobre una carga tiene
la forma
= 1dl'x(F — 7'
F o qix fLatd X = 1)
Y aalr -

Es importante notar que las variables que definen a la carga se encuentran fuera de la
integral. Por otra parte, al interior de la integral solo se encuentran los parametros del
circuito I'' y la corriente que circula a través de €l. Asi, el efecto que produce la circulacion
de la corriente esta contenido completamente en la integral. Se define el campo magnético
que produce el circuito como

— B IUO ]dl X(
7 -y

Este campo magnético corresponde a un campo vectorial que representa la perturbacion en
todo el espacio que aparece como resultado de la circulacion de la corriente 1.

) (6.5)

Con ello, la fuerza que sufre una carga en presencia de B es:

F=qixB (6.6) Esta es la llamada Fuerza de Lorentz

que veremos en detalle mas adelante.
Las unidades del campo magnético se obtienen de

[F1=[alV15]= [8]= [q[l]?;l] - [C][l[n]\;]seg]

1 Tesla =[T]= {N}

Cxm/seg

Se define
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O sea, una carga de 1[C] que se mueve con velocidad de 1[m/s] en presencia de un campo
magnético de 1[T] experimenta la fuerza de 1[N]. En la préctica el Tesla resulta ser una
unidad muy grande, por ello se acostumbra usar el Gauss [G], con la equivalencia

1[T]=10"[G]
EJEMPLO 30.
Determine el campo magnético del circuito circular del ejemplo anterior en los siguientes
puntos:
a) Cualquier punto del eje z.
b) Obtenga una expresion para el campo en cualquier punto del plano x-y.

X,1 1l = 1dl§

Figura 124. Campo magnético de circuito circular.
a) Para el ejemplo anterior tenemos que el campo magnético producido por el circuito
circular en el punto z, del eje z es
- u IR?
B :70 S a2
(R +z, )
Por lo tanto, dejando variable z,, el campo en cualquier punto z sera
5 _ Ho IR’
B :7 S a2
(R +z )

k (6.7)

k (6.8

b) Tenemos
1] = 1dl$ = 1di(~ singi +cos ) , dl = Rdg
7'=Rp = R(cosgi +sing))
F=xi +yj'
F—7'=(x—Rcose)i +(y—Rsing)j

|7 =7 =[R* cos® ¢+ R* sin® p — 2Rysing — 2Rxcosp + y* + x|’

= [R ~2Rrcosp-2Rysinp+x* +5°]

S o IR . s A P . A
B:zj Ho - : 9 — 5 (—smgoi+cosgoj)><((x—Rcosg0)i+(y—Rsm(p)j)
o 47 [R® —2Rysing —2Rxcosp+ y> +2°]
~ o IRd - A
= B=] - . i ninia s [(Rsinzgo—ysingo)k+(Rcosz(/J—xcosgo)k]
0 47r[R —2Rysinp —2Rxcosp+y" +z ]
- 27 ]Rd . r
= B= g & ’ 3/2 [(R—ysm(/)—xcosgo)k]

47[[R2 —2Rysingp—2Rxcosp+ y* +zz]
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El problema es ahora resolver esta integral, cosa nada facil! (tratar de hacerlo). De

cualquier forma, el campo en el plano x-y solo tiene componente seglin k y sera positivo si
esta dentro del circulo y negativo fuera de €l (conviene hacer el esfuerzo de esta
visualizacion).

Campo Magnético Producido por una Carga Puntual
Consideremos una carga puntual q moviéndose con velocidad &, seglin se muestran en la
Figura 124.

Figura 125. Campo magnético de carga puntual.
Usando la expresion que habiamos definido para el campo magnético del circuito en este
caso el campo magnético que produce la carga es:
_ idl x (7 —7'
dB = ﬂ# (6.9)

- 3
N

.= dg . dl . d _ o
ero aqui idl =—dlu =dg—u, perod , — = dB — B
pero aqui idl == -dlit = dq— il pero dg—q, —- =l y

:E:&qﬁx (77_77')

— 3
G

(6.10) es el campo producido por una carga en movimiento.

Campo magnético producido por distribuciones de corriente
Para el caso de distribuciones de corriente en volumen como las de la Figura 125 se usa el
vector densidad de corriente.

dl
E—
J(7") 7' das
—>
0

>

Figura 126. Campo magnético de distribuciones de corrientes.

Aqui idl =J-dS-dl =Jdv', por lo tanto el campo magnético es:

B(f):i‘—;mj(]'r_)i(;”;f')dr/' 6.11)

donde V’ es todo el volumen en donde hay J .

177



Asi entonces, el efecto que produce una corriente puede representarse a través de su campo
magnético, el cual provoca una perturbacion en todo el espacio y puede medirse ya sea
poniendo una carga en movimiento o con un circuito adicional. En ambos casos se
observaran fuerzas que actuardn sobre estos ultimos elementos (carga y/o circuito se
moveran).

6.4 Ley de Biot y Savarat

En 1820 Jean Baptiste Biot y Felix Savarat generalizan los resultados obtenidos por
Oersted. Estos resultados fueron presentados 1 mes después por Amperé. Consideremos
dos circuitos que llevan corrientes I e I’ segin se muestra en la figura siguiente:

Figura 127.Interaccion de dos circuitos.
Biot y Savarat demostraron que la fuerza neta que ejerce el circuito I’ sobre I” esta dada
por la expresion:

M;I Idl x(dl >< r—r)) (6.12)

La expresion diferencial de esta ecuacion, que indica la fuerza que ejerce el circuito I’
sobre el elemento /d/ del circuito I es

JF — Idfx,uo itgl'di'x(F—F') (6.13)
A
6 dF = Idl x B(F) (6.14)

donde B(r)= § Ho o M (6.15) es el campo magnético producido por el circuito I

bl

enr.
Notar que una vez determinado el campo magnético del circuito I"’, podemos calcular la
fuerza sobre el otro circuito ocupando la férmula F = §Idi X E(F ) (6.16).

r

EJEMPLO 28

Considere un circuito constituido por un conductor muy delgado que va de -0 a +oo en el
eje y. Este conductor lleva una corriente /). Se pide calcular la fuerza sobre una espira
cuadrada de lado 2a con corriente I; segin se muestra en la Figura 127.
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3a Z,/;
2a+ by,
a8 o <
x, 0 . —>_ V]
_a a

Figura 128.Circuito frente a corriente lineal.
Solucion:

Primero calculamos el campo magnético producido por el conductor infinito en el plano y-

z. Consideremos un punto P localizado en ¢l eje z.

~N)

1,dyj

X,1
Figura 129.Campo de conductor infinito.

>

Fr=z
17'=yA'
idl =1I,dyj
B Hy 7 Iodyj ¢ A 010 7 Zdyf
B = — - — k =
(r) 47rj”°[y2+22]3/2X( Y ) 4 *I°°LV2+ZZ]3/2

haciendo el cambio de variable y = ztgd = dy = z(1+tg” 0)d6
%Qﬂfﬁ+@wﬂﬁ_yJ@X? do

B(F)=- =
") 4z 9‘[Zztg2'9—i-zz]3/2 47z ”"2[1+tg29]”2
2 2 . 2
1+tg2¢9=1+sen29 _ cos Htsm g _ 12
cos™ 6 cos™ @ cos” 6@

0
= B(F)= —’u(’—lof IcostQ = —’UO—IOxsiné’r)/zf
z o v, dmz i

_ ul -
S B ) =20
(F)=22i

Vs
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Ahora calculamos la fuerza

4_
3a
@ B = B(2)i
2a T I5
Coa | ™

Figura 130. Fuerza sobre conductor rectangular.

Para las corrientes en el sentido & se tiene:

dF, = Jldzlg x B(z)i = J,dzB(z)]
Para las de sentido — & se tiene:

dF, = Jldz(— /:t)x B(z)i =—J,dzB(z);
= dF, +dF, =0

Para el segmento en z=a se tiene:

dF, = J,dyj x B(a)i =—J,B(a)dvk

= F, = —JBlaRak = —J, x Lo g — _Iiloto
2ma s

para el segmento en z=3a se tiene
dF, = Jldy(— })x B(3a)i = JIB(Sa)dylg

s B =g x o ogp 2 Dot
27 x3a kY4

. Fuerzaneta=F,+ F, = M(l_lj/g _ 240, i

T 3 RY/4

YsJ
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6.5 Ley Circuital de Ampere

Consideremos una region Q del espacio en donde existe corriente fluyendo segun se
muestra en la Figura 130.

Q /—S 45 > g L ortazada

J
Contorno I'(S)

Area S

Figura 131. Ley circuital de Ampere.

Si tomamos una superficie cualquiera por la cual atraviesa una corriente total Iepjazada,
entonces la Ley Circuital de Ampere establece lo siguiente:

$B.dl = (6.17)

enlazada
r(s)

donde:

I'(S) contorno de la superficie S recorrido en el sentido de la mano de derecha en
torno del vector del elemento de superficie ¢S, segiin se muestra en la Figura 94

Lenlazada coTTiEnte total que atraviesa la superficie S, la que es igual a la corriente
enlazada por la trayectoria I'(S).

Notar que cuando se conoce el vector densidad de corriente .J como en la Figura 131, la
corriente enlazada es 1, =J -dS.

Contorno I'(S)

[—» N

ds

Itotal = j ’ dg
Figura 132. Corriente enlazada.

Es muy importante respetar el sentido del contorno de la superficie, esto es, mantener la
regla de la mano derecha, cuando se aplica esta Ley.
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Es usual definir la ley de Amperé en términos del vector intensidad de campo magnético
H el cual se define de la expresion

B=u,H (6.17)
donde p es la permeabilidad del espacio vacio igual a 47 x107'[H /m] segin vimos
anteriormente. Con esta definicion la ley circuital de ampere se puede escribir como

~ jqg.ar=1, . ©1®

r'(s)

enlazada

Ejemplo 31
Calcule el campo producido por una bobina infinita de N espiras (vueltas) por unidad de
largo y que lleva una corriente /..
Solucion:

N espiras o vueltas
por unidad de largo

Figura 133. Campo bobina.
Por simetria los campos tendran direccion segiin z. Llamemos a los campos en el interior

B = Bl.l€ y en el exterior B, = Belé .

Por la geometria del problema, el campo afuera puede suponerse despreciable, ya que el
campo de espiras contiguas se cancela.

Para la interior tomamos el contorno r'(s) de la superficie S cuya mitad esta dentro de la

bobina y la otra esta afuera. Se cumple:
§B -dl =u,l

L (s)

total

Pero tomando una trayectoria de largo / en el eje z se tiene I = NIl> Y que no hay
corriente enlazada afuera de la bobina. Puego,ﬂ
Bkel(—k)=pu,NIl
B, = u,NIk

182



Asi, en un solenoide (o bobina) ideal el campo al interior es constante y nulo en el exterior.

6.6 37 Ecuacion de Maxwell

Aplicando el teorema de Stokes a la integral de linea de la ley circuital de ampere se tiene

§-di = [[(vxH)-dS (6.19)
res) S

Ademas, en términos del vector densidad de corriente la corriente total enlazada por el
contorno 1°(§)es

Loiaas = [ 7 -dS (6.20)
N

Esquematicamente esto se muestra en la Figura 133.

enlazada

A A A A A A A A A A

. amNw=
G

) ) Contorno I'(S)
Figura 134. Tercera ecuacion de Maxwell.

Reemplazando valores obtenemos

— [[(vxAWS =]jT-d5 ©2D
N N
y esta ecuacion se cumple para cualquier superficie S, luego

—=VxH=J (622) esta es la 3* ecuacion de Maxwell

Dado que B = u,H esta ecuacion también se puede escribir como

VxB=u,J (623)

En termino fisicos decimos que las lineas de campo magnético rotan alrededor de J . O que
las lineas de campo magnético B “aparecen” alrededor de una corriente dada.

Mas tarde agregaremos otro término a esta ecuacién cuando veamos campos variables en el
tiempo.
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6.7 4ta Ecuacion de Maxwell

Otro resultado experimental es que a diferencia del caso de los campos eléctricos que nacen
y terminan en cargas eléctricas, en el caso del campo magnético no existen fuentes de
donde nazcan lineas de campo, es decir, no existen cargas magnéticas. Esto se traduce en
que toda linea de campo magnético es cerrada. Matematicamente esto se expresa de la
siguiente forma:

V-B=0 (6.24) esta es la 4* ecuacion de Maxwell
Si integramos esta ecuacion en un volumen cualquiera tenemos

jﬂvﬁdv:o: [ﬂ B-dS=0 (6.25)
Q S(Q)

flujo magnetico

En otras palabras, el flujo neto del campo magnético en cualquier superficie cerrada es
nulo. Esto se muestra en la Figura 134.

Q
| l
" No existen cargas
, magnéticas

Figura 135. Inexistencia de cargas magnéticas.

En la Figura 98 entran a la superficie un numero igual de lineas de campo que salen de
dicha superficie.

6.8 Movimiento de una carga puntual en el interior de un campo magnético

Una caracteristica importante de la fuerza magnética que acta sobre una particula cargada
movil es que la fuerza es siempre perpendicular a la velocidad de la particula. En efecto, la
expresion de la Fuerza de Lorentz es

F=gqiixB (6.26)

La fuerza magnética por consiguiente no realiza trabajo sobre la particula y la energia
cinética no se ve afectada por esta fuerza. Asi, la fuerza magnética solo modifica la
direccion de la velocidad pero no su modulo.
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En el caso especial en que la velocidad de una particula sea perpendicular a un campo
magnético uniforme, como se ve en la Figura 135, la particula se mueve describiendo una

orbita circular.
X X X X
B =B(-k)
X X

R

Figura 136.Movimiento de cargas en un campo magnético.

La fuerza magnética proporciona la fuerza centripeta necesaria para el movimiento circular.
Podemos relacionar el radio de la circunferencia con el campo magnético y la velocidad de
la particula haciendo que la fuerza resultante sea igual a la masa m multiplicada por la
aceleracion centripeta vz/r(@. La fuerza resultante en este caso es gvB@ puesto que vy B

son perpendiculares. Asi pues la segunda ley de Newton nos da

2
my

qvB = (6.27)

r

0 sea p=v (6.28)
B

Por lo tanto, la particula cargada se mueve en un plano perpendicular al campo magnético
uniforme que esta dirigido hacia el plano de papel (indicado por las cruces). La fuerza
magnética es perpendicular a la velocidad de la particula haciendo que se mueva en una
circunferencia de radio r que satisface la ecuacion anterior.

La frecuencia angular del movimiento circular es
v

w="=98" (619
r m

y su periodo vale T = 2z = 2mm (6.30)

o qB

Es importante notar que la frecuencia no depende del radio de la orbita ni de la velocidad
de la particula. Esta frecuencia se denomina frecuencia ciclotron.

La componente de la velocidad paralela a B no se ve influida por el campo magnético.
Consideremos por ejemplo un campo magnético uniforme en la direcciéon z y sea v, la
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componente de la velocidad de la particula paralela al campo. En un sistema de referencia
que se mueve en la direccion z con velocidad v, la particula tiene su velocidad
perpendicular al campo y se mueve en una circunferencia contenida en el plano xy. En el
sistema de referencia original la trayectoria de la particula es una hélice que se enrolla
alrededor de las lineas de B, como se muestra en la Figura 136.

A A A
B =Bk
i
| B
~ |

Figura 137. Trayectoria helicoidal.

Cuando una particula cargada tiene una pequefia componente de velocidad paralela al
campo magnético B, se mueve con una trayectoria helicoidal.

Selector de Velocidades

La fuerza magnética sobre una particula cargada que se mueve en el interior de un
campo magnético uniforme puede equilibrarse por una fuerza electrostatica si se escogen
adecuadamente los valores y direcciones de los campos magnético y eléctrico. Puesto que
la fuerza eléctrica tiene la direccion del campo eléctrico (en el caso de particulas positivas)
y la fuerza magnética es perpendicular al campo magnético, los campos eléctrico y
magnético deben ser perpendiculares entre si, si han de contrarrestarse estas fuerzas.
Consideremos el arreglo de la Figura 137 que consiste en una region del espacio entre las
placas de un condensador en el cual existe un campo eléctrico y un campo magnético

perpendicular.

X X X > X pad pad pad
v xB > Pt Pt > X Pt Pt pad

= + + += + + ]
ped pad pad el X
<X x x| X' x

[ — — — — — 1]
Tx X X X X X X X
Pt pad pad > X > > >

Figura 138. Selector de velocidades.

Cuando una particula positiva se mueve hacia la derecha experimenta una fuerza eléctrica
dirigida hacia abajo gE y otra fuerza magnética dirigida hacia arriba gvxB, que se
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equilibran si vB=E., Si la carga es negativa, estaran invertidas ambas fuerzas. Luego, para
esta condicion de equilibrio la velocidad cumple con la condicion v=E/B, independiente de
la masa y la carga de la particula. Es decir, las cargas que pasan se seleccionan en base a a
su velocidad exclusivamente.

El Espectrografo de Masas.

El espectrografo de masas, fabricado en primer lugar por Aston en 1919, fue proyectado
para medir las masas de los is6topos. Mide la razén masa a carga de los iones (cargas
positivas), determinando la velocidad de éstos y luego midiendo el radio de su orbita
circular en el interior de un campo magnético uniforme. De acuerdo con la ecuacion
obtenida para cargas en campos magnéticos, el cuociente masa a carga viene dado por

m_Br 631
q \%

en donde B es campo magnético, r el radio de la orbita circular y v la velocidad de la
particula. Un dibujo esquematico de un espectrografo de masas se muestra en la Figura 138.

+q E = E(j)

_y+ fuente

Figura 139. Espectrografo de masas.

En la Figura 103, se ven iones procedentes de la fuente, que son acelerados por un campo
eléctrico y entran en un campo magnético uniforme (aqui el campo eléctrico es nulo). Si los
iones parten del reposo y se mueven a través de una diferencia de potencial V, su energia
cinética cuando entren en P1 es igual a la perdida de energia potencial g V.

%mvz =qV (6.32)

Los iones se mueven en una circunferencia de radio r e inciden sobre una pelicula
fotografica en el punto P2, a una distancia 2r del punto en el que entraron en el electroiman.
La velocidad v puede eliminarse de las ecuaciones para hallar g/m en funcion de las
magnitudes conocidas V, B y r. El resultado es

2.2
m_Br (6.33)
q 2V
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Estrictamente hablando, la masa de un Ion puede determinarse inicamente si se conoce la
carga . Sin embargo, esto no tiene importancia debido a que la carga q es o una o dos
cargas electronicas y el espectrografo se utiliza para comparar las masas de varios is6topos
que tienen masas casi iguales. En el espectrografo original de Aston esto podia hacerse con
una precision de hasta una parte en 10000. La precision se ha mejorado por la introduccion
de un selector de velocidades entre la fuente de iones y el iméan, haciendo posible
determinar la velocidad de los iones exactamente y limitar el margen de velocidades de los
iones que entran en el iman.

6.9 Potencial Magnético Vectorial

Similarmente a lo ocurrido en electrostatica cuando definiamos un potencial desde el cual
se obtenia el campo, para simplificar los calculos de campos magnéticos se recurre al
concepto de potencial magnético vectorial.

Dado que sabemos que la divergencia de B es nula (cuarta ecuacion de Maxwell)
aprovecharemos la identidad matematica

V- (Vx4)=0 (634
para asumir que el campo magnético B puede expresarse como

donde A4 se denomina potencial magnético vectorial y es en general mas facil de calcular
que el campo magnético directamente.

Teniamos que por definicion B se representa por

B _ ﬂOIdZ'X(? — }_’:')

o 3 (6.36) para circuitos,
4rlE - 7|
e B= ” o J(F')X (F — f')dV' (6.37) para densidades en volumen, y
AR

e B= ” K (F)(F _f )ds (6.38) para densidades superficiales de corriente
4r|F -7

N
[K]=[I/1].

Se puede demostrar que
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= _ gt (6.39) V. opera sobre r
V{ 1 J (r r)

F—r

=7

con ello, si tomamos por ejemplo la expresion del campo magnético para circuitos lineales,

se tiene:
Bt g 1| (640)
4z Hr—rH

Vx(fF)= fVx F+VfxF (6.41)

aplicando la identidad

donde f es un campo escalar y F un campo vectorial
:>V><( _Idl_' ]: — ! V x Idl +V(
r

I =7

]xm (6.42)

=7

V opera sobre 7 = V x Id['='0

y como Idl'xV ! Y% ! x 1dl' (6.43)
-7 -7l

jfdz—{v(gﬂz_vx[fd{] (6.44)

luego

y como V opera sobre 7 y | sobre 7' podemos escribir finalmente:

oo gy 0

de donde se deduce que

A=1th §” tdr’ (6.47) para circuitos.

Similarmente para distribuciones de corriente se obtiene

J~J~ KdS‘

para distribuciones superficiales de corriente
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A=*th IH Jdv’ (6.49) para distribuciones en volumen
|7 =71

Notar que una vez que se dispone del vector A, el campo magnético se obtiene facilmente
derivando (en realidad se debe calcular el rotor como se defini6 originalmente), cuestion
que en general es mas facil de realizar que el calculo directo.

Usando la identidad
Vx(Vx4)=V(V-4)-V?4 (6.50)

Se puede demostrar que V - 4 = 0 para campos magnéticos que no varian en el tiempo.
Luego
V x (V X ;1): —v24 (6.51)

Pero habiamos demostrado que por la 3ra Ecuacién de Maxwell se cumple

VxB=uJ (6.52)
Por lo tanto, el potencial magnético vectorial cumple con

= V4= —/zoj (6.53) Ecuacion de Poisson vectorial.

En coordenadas cartesianas 4—(4 , 4 , A )»la ecuacion de Poisson corresponde a
VA, =-pJ,
VA, =—-uyJ,
VZAZ = _/'l()']z
con
2 2
vig o 04 0’4, L4

6.54
ot o 82( )

Se requieren condiciones de borde para resolver esta ecuacidén, en conjunto con
metodologias numéricas de resolucion de ecuaciones diferenciales parciales.

Ejemplo 30
Si por el plano x-y circula una densidad superficial de corriente K =k j , se pide obtener el
campo magnético en todo el espacio.

Sol"™;
De la definicion de 4 tenemos:

di = Hy
4z \

Por simplicidad calcularemos A4 en un punto del eje z, seglin se muestra en la Figura 139.

de'

ds' =dx'dy’
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N

]

YsJ

Figura 140. Potencial magnético vector.

Tenemos
F= z/€ }
=r—r'=—xT-y]+zk
r'=x'i+y']
= ||77 — 17'” = [x'2+y'2+zz]”2
Luego
giHo K jdx'dy'
iy 4 xv2 +yv2+22]1/2
- ,Llo dx'dy'
Sy
y'=[x’2+zz]l/2 tan6:>dy'=[x' +z ] [lthan2 H]dﬁ
w6 5 2 2 a2
LMK FEaxfian’ o] [v422] ae
- 4n J—LHI (x'2+zz)l/2(l+tan26’)”2
i= “O de j(1+tan 0)"2do
¥=cosz 0
1+tan” @
— IUOK ’ da
= A= V4 J;!,:d cos &
pero sinﬁz%,yde la figura:

[y'z +z7 +x" ]'
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6.10 Dipolo Magnético

Para abordar el tema de los campos magnéticos en la materia se hace necesario, al igual que
vimos anteriormente para dieléctricos, un modelo elemental para aplicarlo a un medio
material. Este concepto para el caso de campos magnéticos es el dipolo magnético.

Consideremos un circuito circular de corriente como en la Figura 140.

Figura 141. Dipolo Magnético.

El area del circuito es A=7a’ y conduce una corriente 1. Si llamamos 7 il vector normal a
la superficie, definimos el dipolo magnéticom como el vector

m=Alh (6.55)
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Asi, el dipolo magnético (también llamado momento dipolar magnético) es proporcional al
area definida por el circuito y proporcional también a la corriente que circula por él.

Determinemos ahora el campo magnético B en un punto de observacion P(r,0,¢) producido
por el circuito circular (o loop) de la figura 105. Para ello primero obtendremos el vector
potencial magnético, y consideraremos el sistema de coordenadas de la Figura 141.

A
z

P(r,0,0)

=
N

Figura 142. Campo magnético de un dipolo magnético.

uIdl
r—r

En estas condiciones, el potencial en el punto P tiene la forma 4 = jﬁ

Se puede demostrar que lejos del campo (r>>a, es decir, para un lugares lejanos del punto
de observacion), A solo tiene la componente ¢ y esta dada por

2 .
A= HlmTSgd ¢ s

lo que también puede escribirse como:

- mxr
4=A"""

6.57
4y ( )

donde M=17a’k egel dipolo magnético del loop, y ** F=singg.

Determinamos el campo magnético a partirde B=Vx A4 como

B= ’u‘)m} (2cos¢f+sin¢¢3) (6.58)
4rr
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Es interesante comparar esta ecuacion con expresiones similares de electrostatica para el
potencial eléctrico V y la intensidad de campo eléctrico E producidas por el dipolo
eléctrico. Esta comparacion esta hecha en la siguiente tabla, en la que notamos las
similitudes entre el campo B lejano producido por un pequefio loop de corriente y E lejano
producido por un dipolo eléctrico. Es entonces razonable interpretar un pequefio loop de

corriente como un dipolo magnético.

Las lineas de B sobre el dipolo magnético son similares a las lineas de E sobre un
dipolo eléctrico. La figura 142 (d) ilustra las lineas de B alrededor del dipolo magnético

m=IS
eléctrico Magnético
a b

V= 2

dreyr
E= Qa, 5 No existe

4re,r

[
Onm
r
ar
Q
Monopolo ( carga puntual) Monopolo ( carga puntual)
d ‘ d

E= Q —(2cosbl, +2sinba,) Lymsinta,

dre,r A=——F2"

R 4rr
ar P
+Q
d

Dipolo (dos puntos con carga)

X

B =" 2costu +sinba,)

4’

Dipolo (dos puntos con carga)

Figura 143. Comparacion electroestatica v/s magnetostatica.
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6.11 Torque Magnético

En esta seccion analizaremos la fuerza que experimenta un loop de corriente (o espira) en
un campo magnético, y a partir de esto determinaremos el torque. El concepto del torque
producido por un campo magnético es muy importante en la comprension del
comportamiento de las particulas cargadas orbitando (el modelo de la materia que veremos
en el siguiente capitulo), motores y generadores eléctricos.

Aplicaremos esto a un loop rectangular de largo / y ancho w puesto en un campo magnético
uniforme B tal como se ve en la Figura 143.

\ 4

v

\ 4

~—
A4

Iy

<
<

2 W 1

\ 4

¥*—___ Ejede rotaciéon
Figura 144. Torque magnético.

En esta figura se puede ver que d/ es paralelo a B en sus lados 1-2 y 3-4 del loop y ninguna
fuerza es ejercida en esos lados. S6lo hay fuerza en los otros dos lados, entonces

3 1
F:[jdzxgujdzxz; (6.59)
2 4

l 0
F=1[dza ,xB+1[dza,xB =0 (6.60)
0 !

Es decir, la fuerza neta es cero, por lo tanto el circuito no experimenta movimiento de
traslacion neto (no se desplaza). Sin embargo, las fuerzas de cada lado estan aplicadas en
lugares diferentes y , en consecuencia, produciran un torque neto sobre el circuito. Para
examinar esta situacion, consideremos el caso en que el plano del circuito forma un angulo
con el campo magnético segun se ilustra en la Figura 108.

l

En esta figura hemos definido la fuerza sobre un lado como F, =1 J‘ dzk x B (6.61).

0
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v
w

Figura 145. Fuerza y torque.

Definimos el forque T (o el momento mecanico de fuerza) en el loop como el vector
producto de la fuerza F y el brazo momento r, esto es

T=rxF (6.62)

y sus unidades son Newton-metros (N-m)

Donde | [] porque B es uniforme. Entonces ninguna fuerza es ejercida en el loop

como un todo. Pero Fy — F| actian en diferentes puntos del loop , con lo cual se crea una

pareja. Si la normal al plano del loop forma un dangulo o con B, tal como se muestra en el
corte seccional de la figura 8.5(b), el torque en el loop es

\_TJ = |F0|wsina

T = Bllwsina (6.63)
Asi, cuando el loop es puesto de manera perpendicular al campo magnético, este
experimenta una fuerza que tiende a rotarlo. En la posicidon de equilibrio el vector normal a

la superficie del circuito es paralelo al campo magnético y no hay torque.

Notemos que /w=S es el area del loop. Con lo cual,
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T = BISsina (6.64)

y que la cantidad

m=1Sn (6.65)

es el momento magnético dipolar ( en A-m”) del loop. En esta ecuacion nes el vector
unitario normal al plano del loop y su direccion es determinada por la regla de la mano

derecha: dedos en la direccion de la corriente y el pulgar sobre n. El momento magnético
dipolar es esencialmente el producto de la corriente y el area del loop; su direccion es
normal al loop. Luego

T=mxB (6.66)

Esta expresion es generalmente aplicable en la determinacion del torque en un loop plano
de tamafio arbitrario aunque sea obtenido usando un loop rectangular. Su Unica limitacion
es que el campo magnético debe ser uniforme. Esto debe hacer notar que el torque esta en
la direccion del eje de rotacion ( el eje z en el caso de la figura 144). Este esta dirigido de

tal manera para reducir o entonces m y B estardn en la misma direccién. En la posicion de

equilibrio ( cuando m y B estdn en la misma posicion el loop estard perpendicular al
campo magnético y el torque sera cero como también la suma de fuerzas en el loop.

6.12 Modelo Atomico de Materiales

Similarmente al analisis de dieléctricos supondremos aqui un modelo microscopico de la
materia. En este caso supondremos que cada dtomo se compone de un ntcleo con carga
positiva en reposo y un conjunto de electrones rotando en torno de ese nucleo con

velocidad u, segin se muestra en la Figura 108. Asi, los electrones de este &tomo pueden
dg qu

modelarse como un circuito con corriente [/ = — = .
dt 2R
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Donde q es la carga total de los electrones [C] y R el radio promedio de las trayectorias
circulares. Esquematicamente:

‘

Figura 146. Modelo Atdmico de Corrientes.

Asi, es posible representar el atomo mediante el dipolo magnético

m=1-Si[Am®] (6.67)
Para describir el fendmeno a escala macroscopica se define el vector magnetizacion i
como el momento dipolar magnético por unidad de volumen:

m

m
w=  lim E__[4/m] (6.68)
AV AV

Un medio en el cual M #0 se dice un medio magnetizado. Notar que en presencia de un
campo magnético externo los dipolos magnéticos tenderan a alinearse con ¢l debido al
torque 7 =m x B, segun vimos en la seccion anterior.

’ — ’ B =Bk

Sin campo B Con B =B,k externo

Figura 147. Modelo Atémico de Corrientes.

Notar que debido a lo pequena de las corrientes se desprecia el efecto entre ellas y solo se
asume que los dipolos responden al campo externo.
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6.13 Corrientes de Magnetizacion

Consideremos un elemento diferencial de volumen de un medio material con
magnetizacion, como en la Figura 147. Luego el momento dipolar asociado al volumen dV”’
es dm , donde:

Figura 148. Modelo de la Materia.

El potencial magnético dA asociado al dipolo magnético en la posicién 7 es:

, F—7") (6.69
M:ﬂwW“rg( )
A
(F=7")dV", (6.70)

dA =0 17 (7')x
4

=7

) e

y usando la identidad v x ( fF): V x F +(Vf)x F podemos escribir

V'x [M(V)J E 1 — VXM (F )+V'(_1_']><M(;7') (6.72)

|7 =71

:M(f')XV[V_ j vv(ﬁ?(f_’)} () (673)

[F=71) " IF =71

Luego

VxM . o . M7 .
[ﬂ o dV—ﬁ%£ﬂvXnvfgi}ﬂ’(67@

Aplicando el teorema a la segunda integral

1V < FdV =~ i F xdS

S)

V<M (7')dV" My M(7")x dS"
———r— (6.75)
m VV” 4%%””%

Esta expresion tiene la forma:
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—(=\_ M J,dV' LM K, ds'
O S i

con J,, =V'xM(7') (6.77) densidad de corriente de magnetizacion en volumen

K,=M (77 ')x n  (6.78) densidad de corriente superficial de magnetizacion (que rodea al
material)

Asi, el efecto de la magnetizacion puede reemplazarse por las dos densidades de corriente
J wy K v que aparecen en el material.

6.14 Permeabilidad Magnética

Recordemos que

vXﬂé)zj (6.79)

Hy
En el espacio vacio, donde J es la densidad de corriente en volumen.
Ahora en general al interior de un medio material habran tanto corrientes libres J, como de

magnetizacion. Asi :
J=J,+J, (6.80)

entonces

B L

Vx[ J:JL +J,, (6.81)

Hy

designaremos V x H = VxM=J,
(EJ H+VxM (6.82)
Y7,
, (6.83)

si anotamos M = y, H (6.84) = B= ,u0(1+;(m )I:I (6.85)
6 B=uH (6.86)

Con u= pppu, (6.87) es la permeabilidad del material y u,=(1+y,) (6.88) es la

permeabilidad relativa. Andlogamente al caso de los dieléctricos, en los medios
magnetizados se tiene:

e B= [y(E)]ﬁ yE no es paralelo a H = no lineal anisotropo

e B= [,u(B)]I:I , pero B || H = no lineal isétropo
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e B= [,u(f?)]l:[ = lineal-isotropo

e B= [,u(]?)]ﬁ , u=cte. = homogéneo

‘ 6.15 Clasificacion de los Materiales Magnéticos

Es comtn realizar la siguiente clasificacion de los materiales magnéticos dependiendo del
valor pr.

Materiales magnéticos

No lineal
A 4 A 4 A 4
Diamagnéticos Paramagnéticos Ferromagnéticos
X <0, <1 X >0, 21 X >0, >>1

Figura 149. Clasificacion Materiales Magnéticos.
Los mas importantes son los ferromagnéticos y en general, y, es altamente dependiente de

la temperatura (alta t® = disminuye y, ).

La relacion especifica entre B y H depende de la T° y de la historia, por ello bajo
diferentes condiciones pur puede variar de 50 a 600.

De la ley de Amper¢

§H-dz‘:1

enlazada *

(6.89)

Luego se puede montar un experimento en que variamos H y medimos B . La curva
resultante es la curva de histéresis de la figura (significa retraso en griego).

Bmax —4
Br

/ <. H
—/ *>~._ Curva cuando material

= T

Tanl -

—+ B esta inicialmente no
magnetizado (densidad de
flujo permanente

Figura 150. Ciclo de Histéresis.
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En la Figura 150 Br es el valor residual del campo aunque no haya corriente y Bmax: es el

valor de saturacion del campo

Valores tipicos de la permeabilidad para diferentes materiales se muestra en la siguiente

tabla.

Tabla 4. Permeabilidad Relativa de Algunos Materiales*

Material M,
Diamagnéticos

Bismuto 0.999833
Mercurio 0.999968
Plata 0.9999736
Plomo 0.9999831
Cobre 0.9999906
Agua 0.9999912
Hidrogeno (s.t.p.) ~1.0
Paramagnéticos

Oxigeno (s.t.p.) 0.999998
Aire 1.00000037
Aluminio 1.000021
Tungsteno 1.00008
Platino 1.0003
Manganeso 1.001
Ferromagnéticos

Cobalto 250
Niquel 600
Hierro Suave 5000
Hierro-Silicio 7000

*Estos valores son tipicos y pueden variar con respecto a otras publicaciones debido a que

existen muchas variedades de los distintos materiales.
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6.16 Condiciones de borde

Consideremos dos medios magnéticos de permeabilidades g, y u, segin se muestra en la

Figura 150. Para considerar la situacion mas general, consideraremos que en el plano de
interfaz entre los medios existe una corriente superficial (que se interna en la hoja).

H,
HZT
Figura 151. Condiciones de Borde.
De las ecuaciones de Maxwell sabemos que
V-B=0= B, =B,, < wH,, = uw,H,, (6.90)
VxH=J= [ﬁ dl =1, (6.91)
r
Ah Ah Ah
[E = HITAW_HINT_HZNT_HZTAw-FHzN?
1, . . I,
y para Ah—0 H,-H, =——, definiendo K =lim,, ,{— (6.92) como la
Aw Aw
densidad de corriente superficial se obtiene:
H,o-H,-K= Br_Br_g 503
H K

Usando estas condiciones de borde se puede demostrar que

tan6, _ w (6.94)
tan@, u,
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EJEMPLO 34
El plano x-y sirve de interfaz entre dos medios. El medio 1 (z<0) se llena con un material
de permitividad p,=6 , y el medio 2 (z>0) se llena con un material con p,=4. Sien la

interfaz hay una corriente superficial de 0-001 SA/m] Y B, =5i+8k mﬁ;. Encuentre H, y B,.
Ho m

7

Y

Figura 152. Aplicacion condiciones de borde.

Solucion:
Imponiendo condiciones de borde para la componente normal del campo magnético
tenemos

B,y=B,,= B, =8k=B,=8

(Sf + 8%{’”—‘@

m

ademas
H,= B, =H, =
H 4u,

Aplicando ahora la condicion para H tenemos

H;—-H,, =K

-3 -3
H2T=5/€x10‘3[A}:>H1T=5X10 LU AN
4, m 4, My Apy
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6.17 Resumen

En resumen, para campos que no dependen del tiempo se cumplen las siguientes ecuaciones
de Maxwell:

(1) V- D = p, —> cargas estacionarias producen campo eléctrico

(2) V-B=0 —> No existen cargas magnéticas
(3) VxE =0 —> Trabajo desarrollado por campo eléctrico es conservativo

(4) Vx H =J —> campo magnético “rota” en torno a corrientes

Los campos en la materia cumplen ademas con
D =¢E (6.95)
B = uH (6.96)
La fuerza neta sobre una carga es
F=g(E+nxB) (697

Las ecuaciones anteriores se han deducido para campos estacionarios que s6lo dependen de
la posicion.

E =E(F) y B=B(F) (6.98)

En lo que resta del curso veremos que ocurre cuando los campos son dependientes del
tiempo, es decir, cuando E = E(t,7) y B=B(t,7).
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6.18 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
Se tienen dos cables paralelos que llevan cada uno una corriente estable /, e /,. Encuentre

la fuerza por unidad de largo entre los cables si la distancia que los separa es d. ;Cuando
seran estas atractivas y repulsivas?

Solucion: A

Iz

R
.
=
A 4
v

D

Figura P.6.1.1

Debemos calcular la fuerza que ejerce cada una de las corrientes sobre la otra por separado
para después sumarlas.

Sabemos que la fuerza de un circuito sobre otro estd dado por

§§Ildlxdlxr—r))

Escrito de otra forma:
F= jldlxﬁ’(?)

Pero nos interesa la fuerza por unidad de largo, por lo que al resolver la integral anterior
nos queda

L
F = j]dl xE’(;’) =L-1dl xE’(;) lo que buscamos es la fuerza por unidad de longitud, por
0

lo tanto, al dividir por L se obtiene la formula que utilizaremos en el problema para la
fuerza por unidad de largo.

=F, :]Za’lxﬁl(r)
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Donde ﬁlz es la fuerza que ejerce por unidad de longitud el circuito uno sobre el circuito
dos. Calculemos El(l") utilizando la ley circuital de Ampere fi;B cdl = p,I

encerrada

Para r>a

I
= B2xr = I, = B, =201
2y

Para encontrar el sentido del campo ocupamos la regla de la mano derecha= E = ; of (})
r

justo para y =0, es decir, el campo sobre 12 resulta de evaluar en » =d , entonces:

—  ul A
=B =2L())

Ahora, veamos la fuerza por unidad de largo que ejerce la corriente uno sobre la corriente
dos.

sz lelgx Mol }: _1112/10;
2rd 2rd

De forma analoga calculamos ﬁzl que corresponde a la fuerza por unidad de longitud que
ejerce la corriente dos sobre la corriente uno.

Para r>a

o,
27r

= B,2rxr=p,l, = B, =

Para ver el sentido de del campo debemos tener cuidado en que el origen de nuestro sistema
de referencia no se encuentra en el centro de esta corriente; aca vemos que de la regla de la

- I, - . .
mano derecha resulta B, = m(—i) pero al reemplazar el valor de r el signo negativo de
r
anulara, pues buscamos el campo en la posicion de la corriente dos.
I ~
=B, = Hola 7
2rd

Con esto la fuerza ﬁzl queda dada por

E, =1kx Aol 7= —1112/,10;
2rd 2rd

Ambas fuerzas actian en el mismo sentido, por lo que la suma es directa
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Finalmente

Foo_ —LLp, i
total 7Z'd
Vemos que la fuerza entre las corrientes o circuitos de corrientes son atractiva, resultado
que varia si cambia el sentido de alguna de ellas, pues éste nulo, pero si cambidramos
ambos sentidos la fuerza tendria el mismo moédulo, pero seria repulsiva.

PROBLEMA 2
. .= A Wb .
Dado el vector potencial magnético 4 = —?k — |, calcular el flujo total para cruzar la
m
superficie. R
Z.k
Sm{
®0
1 2 .
Figura P.6.2.1
0<Z<5[m]
1< p<2[m]
-7

0=7)
Solucion:
Para encontrar el flujo primero encontraremos B para luego hacer v = J-EEHS

B=vxi=-2%p_-Lp

or 2
ds = drdz6
5 2 2|2
w = [ BdS = [~0drdz0 -1 [ [ rara S :I—S[Wb]
5 <2 205 22) 4
15
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Otro método de resolucion:
y = ([ Al =y, +y, +y, +y,
L

3
> pero Z:Alng];le,S:O
Ar 1] ¢ ¢ 1
Sy=y,+y, =—| [()’dz+|(2)’dz |=——=[5+-20
) V=y, 4H() =+[@ } Z15+-20]
7 1 15
=y =—[-15]==
~ v 4[ ] 4
1 15
- = |y =—[Wb]
igura P.6.2.2 4
PROBLEMA 3

Si por el plano x-y circula una densidad superficial de corriente K = Ko}' se pide obtener

H en todo el espacio.

=
<>V

A/ ~
1 Figura P.6.3.1

Solucion:
Utilizaremos la ley de Ampere, para ello nos damos una superficie de largo b y altura a que
sea atravesada por la densidad de corriente tal como se muestra en la figura.

z,k

A

Figura P.6.3.2
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Figura P.6.3.2

mﬁ[k” =1 rcerrada = Ko D
[]jﬁ[uz =2Hb
KO

=>H=—
2

Para encontrar la direccidon, ocupamos la regla de la mano derecha, llegando a la siguiente
forma de H

— | Hi z>0
H = .
-Hi z<0
— KO; z>0
=>H-= R
-K,i z<0

: o — 1=~ ~
También se puede escribir como H = EK (n donde n es el vector normal al plano.

PROBLEMA 4:
Se tiene una franja delgada de metal de ancho a y muy larga. La corriente en la franja es a
lo largo de su longitud; la corriente total es I. Calcular, por definicién , el campo magnético

en el plano de la franja a una distancia b del borde mas cercano.

Solucion:

v
:x‘

+b

Figura P.6.34.1

Calculando el campo magnético por definicion:
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B(r) = '“0 .”Mds

=~
7= (% b)j+zk
= y} zk
J=Jk
ds' =dzdy

Como la franja es delgada, es decir, despreciamos su espesor, podemos aproximar la

densidad de corriente por J = il;

a
#:&}TJ ((a/2+b V) j+(z- Z)k)dzdy’
47[200
2

[(@/2+b-y) +(z-2]"

(a/2+b y))dzdy ~

B ="t 77
[(a/2+4b=y) +(z=2) ]

47

i

N‘Q'-—.I\)‘Q

Usando el cambio de variable:

z-z' = (al2 + b -y")gb
-dz' = (a/2 + b -y"ysec’ 0d6

Con esto:
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- 33 a/2+b—y )sec’ 6 .
B:”O‘Ijj (@ ) 5 ddyi
AT % x| (a/2+b=y) +(a/2+b—y) tan’ 0 |
2 2
33 2 A
ézﬂonI 1 sec” @ —dody’
4 7 2 (a/2+b-y)
22 1+tan’ @
sec’ 0
33 ) 3 2
5= t! [ 80 ipayi= ”0‘] j L j c0s0do i
4 2 7 (a/2+b-y) (a/2+b )
2 2 2
2
gt/ oy [ = A b4y
2r 3 2r

Como el campo magnético es constante, el valor a una distancia b del borde mas cercano
es:

PROBLEMA 5:

Calcular , por definicion , el campo magnético producido por un cilindro infinito de radio R
por el que circula una corriente uniforme J en la direccion del eje del cilindro. Se pide el
campo en todos los puntos , es decir, tanto dentro como fuera del cilindro.

i
-

=

—
s

Figura P.6.5.1
Solucion:
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F=rr+zk
PRk
dS'=Rd0'dz'

Jléx((r—R)M(z—z')/E)Rde'd |
Z

3

[(r—R)2 +(z—z')2}é

P J(r-R) .
[ —Rd0'dz' 0
0 [(r—R)2+(z—z')2}A

ool
Il
§
N [
g 8
o'—.g’

Usando el siguiente cambio de variable:
z—z'=(r—R)tan(u)

—dz'=(r—R)sec’u

Se llega a la siguiente expresion:

7 2 2 sec? A 2
R —R) sec n R .
B:—’u:.—J (I/' ) u 3d6'du0:ﬂZJ lR 1r SeC u yduﬁ
A |:(I’—R)2+(I’—R)2 tanzu} ’ 7 (r=R) A (l+tan2u) :
_71'2
='UO—JR ! 2r j cosu du 6
47 (r—R) 7
2
Finalmente, el campo magnetico B resultante es:
B’ _ /JOJR A
(r=R)
PROBLEMA 6:

Se tiene una particula de masa m y carga q se mueve en un campo magnético uniforme B.
Demostrar que el movimiento mas general de la particula describe una hélice, cuya seccion

transversal es una circunferencia de radio R = m%B , donde v es la componente de la

velocidad de la particula que es perpendicular a B.

Solucion:

213



dv.~ dv, « dv. - . n A -
m| —i+—=j+—=k|=qglvi+v j+v.k|xBk
(dt a i j q(x v/ )

Entonces, se obtienen las ecuaciones:

dv
t" =qBv,

Ec,:m

E _dvy B
C,.m =— \%
2 dt q x

dv
Ec,;:m—==0=v_ =cte.
dt
Derivando la ec. 1 con respecto al tiempo, y reemplazando Ec, :
d*v dv 2

2
m@ Ve gD AV ey, g, dondekzz(@j
dt m

La forma general de solucion para esta ecuacion es de la forma:

v, = Acos(kt) + Bsin(kt) = 62;‘ = —Ak sin(kt) + Bk cos(kt)

dv: = kv,,luego:

pero de la Ec, se ve que

v, =—Asin(kt) + B cos(kt)

Por otra parte, se tenia que v, = cfe, luego el movimiento de la particula segun el plano x-y

es descrito por comportamientos sinusoidales, mientras que segun el plano z el movimiento
es constante, Entonces es posible concluir que el movimiento descrito por la particula es
una hélice, donde el plano x-y puede tener en general, una inclinaciéon en un [l & con
respecto a la horizontal. De esta manera es posible ver que la velocidad de la particula se
puede expresar como v, =V, +V_.

Luego, sea:
V, = va” =y sina+v, cosa}

7] I7:

”Vh ” =V, +Vy]

Como es sabido, la posicion de la particula se obtiene trivialmente por medio de la
integracion de la velocidad:

214



x = [v,dt = [(Acos(kt)+ Bsin(kt)) dt = % sin(kt) — % cos(kt) + cte,
y=|v,dt= % cos(kt) + % sin(kt) + cte,

Sin pérdida de generalidad: cte, = cte, =0
Ademas, la posicion de la particula esta dada por:

R:«/x2+y2 U

k
De donde se obtiene lo que se quiere demostrar:
my,
qB
PROBLEMA 7:

R =

Demostrar que la fuerza entre alambres paralelos que conducen corrientes de intensidad I1 e
2, ambas en la misma direccion, es atractiva. Si los dos alambres paralelos son muy largos
y estan separados por una distancia a, hallar la fuerza magnética sobre el segmento dI2 del
alambre 2.

Solucion:
El campo magnético producido por un alambre infinito es:

g=tely
2xr

La Fuerza de (1) sobre (2) esta dado por:

—~ A 1 ~ ~ I A
dF,, = Idxi x =L (k) = dF,, = 222 gy ]
2ra 2ra

El sentido de la fuerza va segiin j, es decir, hay atraccion siempre y cuando:
dFy, >0 11,>0

Entonces, existe atraccion en la medida que las corrientes por los alambre paralelos sean en
el mismo sentido, o habré repulsion cuando las corrientes circulantes sean de direcciones
opuestas.
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6.18 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Se tiene un disco de radio R y densidad de carga o que gira con velocidad angular w.
Determinar el campo magnético en el eje de simetria.

A

=

-

i

Figura PP.6.1
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CAPITULO 7. CAMPOS VARIABLES EN EL TIEMPO

‘ 7.1 LEY DE FARADAY-LENZ

Luego que Oersted descubriera que las corrientes estacionarias producen campos
magnéticos capaces de inducir fuerzas, en 1831 (11 afos después) Michael Faraday en
Londres y Joseph Henry en New York descubrieron que un campo variable en el tiempo
también producia corriente. En este capitulo estudiaremos este fenémeno.

7.1.1 Ley de Induccion

Consideremos una region del espacio Q en donde se tiene un campo magnético
variable B() . Supongamos que en esta region se dispone una espira cerrada de resistencia
R (loop) segiin se muestra en la Figura 115.

Trayectoria I'(S)
(loop) '

Figura 153. Induccion Magnética

El flujo ¢ enlazado por este circuito es
¢ = §1§-d§ (7.1)
N

donde B es el campo en el plano de la espira. Notar que como B = B(¢) , entonces ¢ = ¢(¢).
Se encuentra experimentalmente que aparece una corriente I dada por la expresion:

I= 9.1 (7.2)
ot R
donde R es la resistencia del conductor de la espira.

T

B |A

-E+

Figural54. Induccion Magnética
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Recordemos que para una espira de resistencia R y corriente I, como la mostrada en la
Figura 116, se cumple ¢ = RI, donde ¢ es una FEM o fuente que mantiene la diferencia de
potencial entre los puntos A y B. Por lo tanto, la expresion experimental de la Ley se puede

o

escribir como — 2 =RI (7.3)

Comparando las expresiones anteriores podemos concluir que un campo magnético variable
genera o induce un FEM dada por la expresion

&= —% (7.4) Esta es la Ley de induccion de Faraday-

Lenz

Asi, para o¢ > (0 la corriente girara en sentido contrario a la trayectoria I'(S). Es decir, si

B(t) es creciente en el tiempo, entonces la corriente inducida en la espira generara un
campo de sentido opuesto a B(t). Llamando B, al campo generado por esta corriente

tenemos:

1,
o) 1
—
B,
» t

Figural55. Induccion Magnética

0 : . . i
Inversamente, para 4 < 0 la corriente seguira el sentido de I'(S). Esquematicamente:

ot )

(I)(t) A B[
=

> t I

/

Figural56. Sentido de la Induccién Magnética

Notar que el campo magnético en el plano de la espira B(t) es el resultante del producido
por la corriente en la espira B, mas el externo B,, es decir, B(t)= B, + B, . Este es el

campo resultante usado en la ecuacion de la Ley de Induccion. El flujo se mide en Weber =
Tesla x m?.
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La ley de Faraday-Lenz relaciona la FEM inducida con la variacion temporal del flujo ¢(t).
En la préactica se encuentra que ¢(t) puede tener dos causas:

a) @(t) = ” B(t)-dS (7.5), originado por un campo variable
S

b) ¢(¢) = ”E -dS (7.6), originado por area variable s(t).
S(1)

Veremos a continuacion que el ejemplo 35 corresponde al caso a), mientras que el ejemplo
33 corresponde al segundo caso.

EJEMPLO 35

Considere el circuito de la Figura 157.

Figura 157. Induccién en Toroide.

Las dimensiones del Toroide son
a=8 cm.
b=12 cm.
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El Toroide se compone de un material ferromagnético de permeabilidad p=500u, y seccion
uniforme 4=10"m?. Suponga que las lineas de campo magnético al interior del Toroide son
circulos concéntricos y que su valor puede suponerse constante en toda la seccion. Se pide:

a) determine el valor de H en el punto medio del Toroide
b) determine el flujo enlazado por una espira del circuito 2
¢) determine la FEM inducida entre los puntos A y B

d) evalte el valor de la FEM si [;(¢)=3sin10076, N;=200 vueltas , N>=100 vueltas.

Sol" .

X1
[ trayectoria
Figura 158. Ley de Ampere en Toroide.
a) Por la ley circuital de Ampere tenemos
&F[ ’ di = Ienlazada
Cl
sea H=H¢
R N 27
$ -dl = [H(r)p-rdpp
C 0
=rH(r) 27
onteada = —N, 1, Corriente entra en el plano del papel
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= rH(r)2m =-N,I,

= H(r) :-2%1@

en el punto medio

- NI
H=— 171 A
7r(a+b)(p
b) El flujo a través de S2 es:
. — . UNI, .
¢ g HH 7z(a+b)¢
ds =dS¢
__MN LA
=9 z(a+b)

¢) La FEM inducida exg=N;&, donde ¢, es la FEM inducida en una espira

Figura 159. Sentido FEM

=g, = pN A Ol
> rla+b) o

_ UNN, 4 0L
A P

d) % =3 %1007 cos1007 = 3007 cos100¢

~ 500 (477 X 10‘7)>< 200x100x 107 x 3007 cos1007¢
(8 +12)x1072
S &3 = 6mcos(1002)[ V]

SAB

EJEMPLO 36

Consideremos una region del espacio con un campo magnético constante 5 =0.05 [Wb/ ’”2]
(=[T]). Se tiene una espira cuadrada girando en torno al eje z a 50 vueltas por segundo,
segun se muestra en la figura. Se pide:
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i.  Calcular la FEM inducida en la espira

ii.  Calcular la corriente por la espira si se sabe que la resistencia total del conductor es

R=0.1[Q].

Suponga que en t=0 la espira esta en el plano yz.

X,1 4 cm = b

Figura 160. FEM en circuito mévil.

Solucion:
a) Calculemos el flujo enlazado por la espira

dS = dS¢ = dS|(- singi +cos ) ds=dzdr

y :J‘ BO{ ) dS(— sin(pf + cosgo}‘)z

O ey

b
I - B smgo dzdr
0

¢ =—B,absing

pero
@ =wt+ @, =27ft + @,

- §(t) = —abB,sin(27ft + p,)

=c= —(2—¢ =2mabB, COS(Z@[I? + ¢0)

t en el sentido de la trayectoria (c)

en t=0, p=n/2 luego reemplazando valores se tiene:
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£=2mx50x0.03x0.04x0.05cos(1007 + z/2)

£=61x107cos(1007 + z/2) V']

b)

. € 6rx107 2

== Tcos(loonf +77/2) = 62 x107* cos(1007z + /2 ) A]
~1=0.067 cos(1007 + /2] A]

o(t)

A\t

—6x107°

Figura 161. Flujo sinusoidal.

Este es el principio de funcionamiento de un generador eléctrico de corriente alterna.
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7.1.2 Modificacion 3? ecuacion de Maxwell

Teniamos
__9%
ot
(c)
Figura 162. Modificacion tercera ley de Maxwell.
pero

8=J.E'dl— ¢:”E’-d5’
(c) N

:>J'E~d—

=—%jjz§-d§ (7.7)
(c) N

y aplicando la identidad (T. de Stokes)

o o o O cr~ -
(!)E-dl:jsijE-dS (7.8) :jswa-dS:—ajsjB-dS (7.9)

Si consideramos superficies estacionarias
[[V=E-as :—H(a—B]-dS’ (7.10)
s S\ ot

= VxE= —(Z—B (7.11) 2% ecuacion de Maxwell
4

como S es cualquiera:

Notar que ahora Y X £ # 0, es decir, cuando se tienen campos que varian en el tiempo el
campo eléctrico, y en consecuencia la fuerza eléctrica, no es conservativo.
Aprovechando que B=V x4
I, _ oA
= VxE=-—(Vx4)=-Vx— (7.12)
ot ot

:>v{E+aa—‘j]:o (7.13)
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d VX(VV):O definimos
E+% vy (714
ot

Aprovechando la identida

V(r,t)

con potencial eléctrico, Asi llegamos a la expresion general

Origen electrost_dtico
—>— 04

E="vp-“

Debido a campo
magnético variable
en el tiempo

Asi, el campo eléctrico tiene dos fuentes, una electrostatica a través del potencial eléctrico y
otra de induccion, debida a la variacion temporal del campo magnético. Notar que si no hay
variaciones en el tiempo se recobra el campo conservativo visto en electrostatica.

Propuesto

Una barra conductora se desplaza con velocidad ¥ sobre dos rieles conductores seglin se
muestra en la figura. i
A B —

® [|® © ®
® |[|® © ®

C D Y

Figura 163. FEM por flujo y circuito variable.

Entre las barras existe un campo magnético B = 0.004 cos(lO%)[@}. Se pide calcular la
m

Fem en el circuito ABCD.
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7.1.3 Inductancia

Para un circuito eléctrico cualquiera es posible encontrar una relacion entre la corriente que
circula por ¢l y el flujo enlazado, la cual es independiente del valor de ambas variables.
Consideremos el circuito de la Figura.

A
G i
G
P L
s Lttt
ity Lttt
iy s
i &

Figura 164.Inductancia propia.

Supongamos que el campo magnético se debe solo a la corriente I que circula por el
circuito. Entonces, por definicion el campo magnético tiene la forma

p=] Bras = [ ﬂwm (7.15)
-7

y tomando la razon entre ¢ e I tenemos

ﬂ ”0 dl X(r_ ”r)Dds (7.16)
7y—7'

Notemos que esta expresion NO depende de la corriente ni del flujo, sino que sélo depende
de la geometria del sistema. Por ello, se define este cuociente como Inductancia propia
(designada por la letra L) y es un pardmetro muy usado para describir los circuitos
eléctricos.

_¢
L=" (117)

Sus unidades son Wb/A, la cual tiene el nombre de Henry [H].
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Por extension, para un sistema de n circuitos, se definen inductancias mutuas.
Consideremos n circuitos como en la Figura 124.

e 6 06 0 o
Il I2
Figura 165. Inductancia mutua.

Sea ¢, el flujo magnético que atraviesa el circuito j debido a la corriente que circula por el

circuito k. Se define la Inductancia mutua entre el circuito j y el k como

ij:gii (7.18)

k

Donde /j es la corriente en el circuito k (que produce el flujo ¢, ).
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7.2 CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO

La cuarta ecuacion de Maxwell nos dice que
VxH=J (7.19)
y si tomamos la divergencia a ambos lados tenemos
V-(VxH)=V-J (720)

pero el lado izquierdo es una identidad matematica V - (V X ;l): 0 V vector A. Luego esto

fuerza a que V-J =0, sin embargo, la ecuacion de continuidad vista anteriormente nos
dice que

V-J+a—p:0 (7.21)
Ot

Tenemos por lo tanto una contradiccion que debemos resolver.

Se encuentra experimentalmente que en una region del espacio Q en donde no hay
corrientes pero se tiene un campo eléctrico variable en el tiempo se cumple

vxid =L (722
ot

. . oD g
Asi, el termino > debe sumarse a la 4 ecuacion, lo que nos a finalmente:
t

VxH=J+ %_lt) (7.23) 4* ecuacion de Maxwell

N2 . .
El término = se conoce como corriente de desplazamiento.
t

Notar que al tomar la divergencia de esta ecuacion reproducimos la ecuacion de
continuidad

P
——

v-(VXH)=0=V-J+8V'D

(7.24)
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EJEMPLO 37

Se tiene un condensador de placas planas de area 5 cm? y separacion entre placas de 3mm.
Si se le aplica una divergencia de potencial de AV=50sin1000t[V] a las placas se pide:

a) calcular los campos £ y D
b) calcular la corriente de desplazamiento
c¢) calcular la corriente que sale de la fuente

Solucion

3mm

€ =2¢,

AV=50sin(100)[V
Figura 166. Corriente de desplazamiento.

a)
AV=50sin(100t)[V]

£=2¢0

El=VV = E =—2_gin(1000¢) = > x 10" sin(1000£)7[V"/m]
0.003 3

5

D=¢E =2¢, gx 10* sin(10007) = 0 z 10 Gin(1000¢)?

b)luego la corriente de desplazamiento es J,, = b

ot

8
:%=9§ﬁmmmm

8 -9 -1
= &X 10 cos(1000¢) = 10 cos(1000¢)
3 36r 1027
- 107
. J, ®——cos(1000¢)
7
©)
dQ
[=—= ero Q=CV

" pero Q
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=c4’ c=4
dt

&

I= %50 %1000 cos(1000¢)

-4 -9
1:5’(10_3-2-10 -50-1000 cos(10007)
3x10° 367

10°x10° x10™°

I=5x10""x -
3x107 %367

cos(1000¢)

-1

I=5%x10"" 110 cos(1000¢)

027

-3

1=(5><1o*4)10
T

cos(1000¢)

Notar que / =J,4

I fisica con desplazamiento de electrones

+ 1 S ‘ ‘ - - Corriente de desplazamiento
- \L \L \L I, }(no hay desplazamiento de

electrones)

Figura 167.Corriente de desplazamiento en condensador.
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7.3. ENERGIA ELECTROMAGNETICA

7.3.1 Energia del Campo Electromagnético

Tomando el producto de las ecuaciones de Maxwell y campos tenemos

VxH=J+ oD /E -
ot
VxE= —8—B /H -
Ot
Con ello,
E-(VxH)=E-J+E- o
Ot
ﬁ-(VxE) ~H - G_B
Ot
Restando ambas ecuaciones

E-(VxA)-HA-(VxE)=E- ZD A ‘ZB+E 7 (7.25)

De las propiedades algebraicas sabemos que

Vx(ExF[):(VxE)-H—(VxI:I)-E

Vx(ExH)=-E- [aDj H- [aBj E-J (7.26)
ot ot

Ademas, D=¢E y B= uH ,y suponiendo medios homogéneos podemos escribir las
derivadas como

luego

. oD _ OB . OE oH
E +H —=¢F-—+ — (7.27
o Ty TEE G A 027)
p. 0D o 0B _ 1 AE-E) 1 oA -H)
ot ot 2 ot 2 ot
p. 0D 5 OB _1 O(E-¢E) 1 oA pH)
ot o 2 ot 2 ot
5.0 g 0B _1 AED) 1 AAB) o0
ot o 2 ot 2 ot
Reemplazando y ordenando

%g(E D+H-B)=-V-(ExH)-E-J (1.29)

Tomemos la integral sobre un volumen QQ muy grande

H ——E D+H- de_—mv (Ex H)dv— mE Jdv (7.30)

Sabemos que |E| oc — , ds ocr?, luego si Q—00 =
I’
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”J.V (ExH)dv = ”(E x H)-ds — 0,y suponiendo que el espacio no varia con el tiempo

N2
:aatJ'ij';(E-D+H~B)dv+I(J;|'EJdv=0 (7.31)

Esta expresion tiene la siguiente interpretacion:

. mE .JdV es la potencia consumida por efecto joule, y
Q

e u= %(E -D+H- E’) es la densidad de energia del sistema

electromagnético (energia por unidad de volumen).

En ausencia de pérdidas joule se cumple
1
U :2J.E[I(E-D+H~B)=cte (7.32)

En este caso a—U:o, es decir la energia total del campo electromagnético (eléctrico y

ot

magnético) se conserva. Notar que si hay perdidas (’;U <0 , es decir, la energia disminuye
t

debido a la potencia disipada por efecto Joule.

Notar que para el caso en que s6lo hay campos magnéticos £ =D =0, por lo tanto la
energia queda

U = ;jij(H .BYv (7.33)

Para el caso en que tenemos sélo circuitos magnéticos, es comun considerar la siguiente

expresion de la energia en términos de la potencia:
t

U= j p(t)dt = j v(O)i(t)dt (7.34)

Por otra parte, de la ley de Faraday-Lenz sabemos que el voltaje v(z) es igual al voltaje
inducido, luego () = % _ 4o = v(r)ar
ot

¢
U = [i(t)d® (7.35)
4,

Pero si s6lo hay circuitos magnéticos, los podemos representar por inductancias. En este
caso, @ = Li y podemos representar la energia como
¢ 2 2
) 1 ® . 10" 1
U=[—dd=_——, dtambién U=_——=_Li" (7.36)
2 L 2 L 2

5L
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7.3.2 Fuerza sobre Materiales Magnéticos

Una aplicacion muy importante de la energia es la determinacion de la fuerza en circuitos
magnéticos.

La fuerza que realiza un dispositivo magnético es igual a la diferencia de energia que
produce el movimiento. Si llamamos F a la fuerza ejercida para provocar un
desplazamiento d/ , entonces la variacion de energia es

—F-dl =dU (1.37)
Asi, una manera muy usada para determinar la fuerza es mediante la expresion:

Fo_9Y; (7.38)
dl

Donde / es el vector unitario que indica la direccion de la fuerza (sentido del
desplazamiento).

EJEMPLO 35
Consideremos la configuracion de la figura g
+ | I -
i
Material | ||| — B
ferromagnético i i
de seccion .. E / i
wit 1B, At
_____ 5 1_ e
Figura 168. Fuerza sobre barra magnética.
Solucion:

Supondremos que el campo magnético al interior del material ferromagnético es constante
(la misma suposicion realizada en el caso del Toroide), y que en la trayectoria ¢ sélo

tendremos campos constantes al interior del material ( B,) y en el entrehierro ( B, ).
Empleando la Ley Circuital de Ampere
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B B

L+ E2x=1

H Hy
Donde /; es el largo medio del material ferromagnético. Si suponemos que g, >> u, (enla

total
practica la diferencia es del orden de 1000 en materiales ferromagnéticos), podemos
aproximar

_ MyNI
2x

= B,

Si la estructura que contiene el conductor se mantiene fija y solo permitimos que se mueva
la estructura horizontal una cantidad dx, la expresion de la fuerza es

—F-dxi =dU
Pero la variacion de energia solo ocurre en el entrehierro, es decir, si llamamos
1. -
u=—B-H
2

a la densidad de energia electromagnética en cada entrehierro (energia por unidad de
volumen) entonces

—F.dl = Z[udv]

—F'dT:dU:Z{%B-H-S~dx}

) B - P :
Usando la expresion H =— y dl =dxi reemplazando se tiene

Hy
2
F:_z[B S]
2u,

En términos de la variable de desplazamiento la fuerza es

(2%)*2u,
(NI’

4x*

F:
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Asi, el sistema tiende a levantar la parte inferior del circuito magnético. Esta fuerza se
igualard a la fuerza de gravedad o al peso adicional que se desea levantar. Este es el
principio de funcionamiento de un electroiman.

EJEMPLO 39
Un voltaje sinusoidal de 100 V (rms) y frecuencia 60 Hz es entregado al loop mostrado en

la figura 129. El 4rea A de cada polo es 6.5x10*m” . La resistencia del cable y la
reluctancia del acero seran ignoradas. ;Cudl es el numero de vueltas requeridas por el
contacto para crear una fuerza promedio de 4.5 newtons?

Solucion:

. 1. . .
Usaremos la expresion U = — Li” para representar la energia del sistema. Luego la

expresion de la fuerza es
_ouU(i,x) —lizﬁ

S Ox 2 dx
. 2 A
Inductancia L=N"pu,—
2x
El voltaje aplicado es v =V coswt
e
R . centro
1
|- a
S/V.Y, SR r
;-7 m
, < a
v v : — 2 N d
- 2
< u
-~
r
© a
¢ e

% e

Figura 169. Electroiman simplemente excitado

Si x es pequefio (i.e. x = Oentonces ahi no hay fuerza electromagnética causada por el

- di . .V , . ,
movimiento) v = Lz y corriente 7 = —Lszn at . De aqui en adelante e valor instantaneo de
t .

la fuerza electromagnética sera
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f.(t) = & sin’ ot
‘ @’ N’ A
La tUnica variable es t y el valor promedio de sin’at es 0.5. Por lo tanto el valor promedio
de la fuerza desarrollada es
VZ
Jew =7
0" N"u,A

La substitucion de los datos dados en esta ecuacion entregara el numero de vueltas N
requeridas, el cual es 4380. Notar que la fuerza es independiente de la posicion. Esto es
porque el flujo en las posiciones aéreas estan determinadas por el voltaje AC.
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7.4. ONDAS ELECTROMAGNETICAS

Consideremos las ecuaciones de Maxwell

V-D

Il
kS

I
S

D=¢,E B=uH J

por lo que el sistema queda:

tomando el rotor en (7.41) se tiene

y usando la identidad V x (V X ;1): V(V ~ ;1)— V4
= Vx(VxE)=V(V-E)-V’E

pero por (7.39)

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)
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por otro lado
V x O_H = Q(V x H )
ot ot
y por (7.42)

M _9 e Clop 2 (744
SETRRPA LR o’ (7.44)

oH a( aE] 0°E
:80
luego
.
—szz—yOgO%TzE (7.45)

lo que podemos escribir como:

(7.46)

Donde y* = ¢,

Eq. (7.46 ) es una ecuacion de ondas con velocidad de propagaciéon u = 1 =c dondecesla
4

velocidad de la luz.
O°E, O°E, O’E,
+ +

Recordar que V°E = VzExf + VzEyj + VZEZIQ y V’E, = >~ en cartesianas,

o> oyt oz
por ello la ecuacién ( 7.46 ) corresponde a tres ecuaciones ( una por cada componente) :

o)
VE —y?=——=%=0 (747
v (7.47)
O’E
2 28 5y
\Y Ey 4 P
o)
VE, -y’ —==0
T
cuya solucion general tiene la forma :
E = E[(wi ut) (7.48) W=X,),Z

238



- -1
Estos campos corresponden entonces a una onda que se propaga con velocidad 7.

En forma analoga se encuentra que:

=
V2~ 88;1 ~0 (7.49)

Por lo tanto, £ y H son campos que se propagan como ondas viajeras a la velocidad

u zl:c (7.50)
4

la cual corresponde a la velocidad de la luz.
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7.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
En la figura se muestra un Toroide delgado de seccion circular, el cual posee un enrollado
de N vueltas con una corriente lo. El alambre tiene una conductividad o y diametro D. Para
este problema se pide determinar:

a) El campo magnético al interior del Toroide.

b) La inductancia equivalente L del enrollado.

¢) Laresistencia equivalente R del enrollado.

Figura P.7.1.1

Solucion:
a) Toroide delgado = lo podemos “estirar” =

o |
e b—qg -- —% _ Radio
.//U/u/l : " b T

o |
IOX
Io
27[[(a+bj R
2
— 7 a+b ju a+b a+b:Radi0Medi0
2 2 2

Figura P.7.1.2
= e e a+b a+b
L.CA.: ECﬁHdl:LlﬂHl-dl+[£]H2-dl=H1~7r-( . j+H2«7r~( )=NIO

S~

\S)

ry

a+b

:(H1+H2)-7z-( j:NI0 (1)
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C.B.: B =B, (Normal)=|uH,=u,H, (2)

W, Q)= |H =N, —2 2 | g, =N — 2
w-(a+b) p+u, w-(a+b) u+u,

Que son los campos magnéticos al interior del Toroide.

b) Necesitamos la energia magnética almacenada total.

W,=W+Ww, +«—— Volumen —»
272 2 . 2
p=t =t AN, ,Z(b aj .ﬂ.(a”’j
4 7 (a+b) (/ul+/u2) 2 2
4N?]? 2 PAY
sz%-.[Hj-dvz%- 2N 0 _. H 2.,,.([7 aj .7,.(“”7)
Vz 7°(a+b) (ﬂ1+ﬂz) 2 2
2 2
-ty NL(b-a) e N'Ay-(b-a)
T m 2 2
(Iu1+luz) 4(a+b) (Iul+lu2) 4(a+b)
2
:N2]§.(b—a) a =1.L-12
4-(a+b) (yl+y2) 2 ‘
2
e

2-(a+b) (4 +um,)

¢) Una aproximacion = R = 11 argo
o seccion

largo b—a

vuelta )

2 2
k largo:N.ﬂ.(b_a) y Seccionzﬂ(b_a) :ﬂ(b—a)

:l.Nﬂ'(b_a).4— 4N

=R o ﬁ-(b—a)z _O'-(b—a)

PROBLEMA 2

El electroiman mostrado en la figura 2.23 es excitado por 2 fuentes de corrientes idénticas.
Encuentre la fuerza de atraccion entre los polos en términos de la corriente I y la geometria.
Si la corriente fuera invertida en uno de los lados, ;cual sera la fuerza entre los polos?
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Solucion:
Considere que el sistema sera lineal suponiendo que la reluctancia del acero es
despreciable. Fuerza electromagnética

f:_aWS:_l 2a’;ﬁ:_l 2 d | 2x

¢ Ox 27 dx dx

2
e

T

|

Howd

W.

A\ 4

i
i
m\%

p—>00
Profundidad central = d
Figura P.7.2.1
Entonces
2
fo=--2
Howd
De la ley circuital de Ampere y las direcciones de los mmfs H x 2x = 2NIL
B
Pero H=—= ¢
My  Howd
d
Con lo cual o= HoWe Ny
X
dN’I’
Consecuentemente f, = —L
X

El signo negativo indica que es una fuerza de atraccion.
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PROBLEMA 3
Un cable coaxial tiene un dieléctrico con ¢, =4 el conductor interno tiene un radio de Imm

y el radio interno del conductor externo es de 5Smm. Determine la corriente de
desplazamiento entre los dos conductores por metros de longitud de cable para un voltaje

aplicado ¥ =100cos(127 x10°¢) [V] .
2rel

In(r,/r,)

Hint: Considere C =
Solucion:

Ocupando la indicacioén tenemos:

_ 2me,gl
~ In(5)
C 27(4)-8,854107"7
1 In(5)
c_ 1,3826(107"° F}
/ m

Ahora, ya con la expresion para la capacidad, ocupamos la siguiente expresion para la
corriente.
_Cdr( _
=5 =

(1,38[10*10)(12;:[106).1005111(127;[10%)

~ |::\< ~ |:_’\<

=-0,520 sin(lZnDl o%){ﬁ}

m

243



7.5 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Por la bobina infinitamente larga de la figura circula una corriente /(¢) = at . En el exterior

de la bobina a una distancia r(t) del eje hay un electron con velocidad 17(1). Se pide
encontrar la fuerza que acttia sobre el electron en un instante arbitrario.

A

I(t)

Figura PP.7.1

PROBLEMA 2
Un capacitor con aire como dieléctrico tiene placas que miden cada una de ellas lem?” de
area y estdn separadas a 0.Imm de distancia. Encuentre la corriente de desplazamiento para

un voltaje aplicado de 100sin(z -10°7)[V].
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CAPITULO 8. CORRIENTE ALTERNA

‘ 8.1 Elementos circuitos RLC

Hasta el momento hemos visto tres elementos basicos de circuitos, resistencia,

condensadores e inductancias. La simbologia usada para designarlos se muestra a
continuacion:

= Resistencia

A B . A i—»f
—~<— > _>—e

Figura 170. Resistencia eléctrica.

La resistencia es R = LA (8.1),yse cumple V =Ri (8.2),donde V =V, V.
g

= Condensador

oy

A®— S ———_ :

Figura 171. Condensador.

La capacidad es C = % (8.3), y se cumple O =CV (8.4), por ello la corriente es

I = a0 = Cd_V (8.5)
dt dt

= Inductancia

Area S

= A (5(}(5(}: B

Figura 172. Inductancia.
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Andlogamente, para la inductancia L = g—]\;ﬁ (8.6), y se cumple ¢ = Li (8.7). Con ello la
V4

fem inducida es% =V, -V, =>V-= L% (8.8)
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8.2 Circuitos RLC

Los elementos RLC pueden unirse y combinarse de muchas formas para formar circuitos.
Tomemos por ejemplo el caso de la Figura.

+ Ri - +Ro -
@ L
l I3 — > ‘
—
N I t C Iz N L
Vo ——— ! ) N VL

Figura 173. Circuito RLC.

Las ecuaciones que describen las corrientes y voltajes son:

Vo :VR1+VC VRI :Rlll
Vc :VR2+VL VRZ :Rzlz
dl
V,=RI +V, V,=L"2
0 171 C L dt
dl d
V.=RI +L—2 —
C 2+2 dt / dt
2
ch:R2&+Ld122 13=CdVC
dt dt dt dt
_ 2
Lot _pdh 4 1,-1,=c
C dt dt dt
dl
V.=RI +RI +L—*%
0 171 252 dt
2
Vo =R, IZ+RZC&+LC0Z—[22 +R212+L&
dt dt dt
2
=V, =(R +R ), +(RR,C+ L)% +RLC Ciitlj

Esta es una ecuacion de segundo orden, por lo tanto se requieren 2 condiciones iniciales
para resolverla. Estas condiciones viene dadas por el voltaje inicial en el condensador y por
la corriente inicial en la inductancia.
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8.3 Corrientes alternas

Consideremos el siguiente circuito:

V., cosot E\) <

Figura 174. Circuito RC con fuente alterna.

En este circuito la fem o fuente de voltaje es sinusoidal. Las corrientes que se generaran en
estado estacionario también tendran forma sinusoidal (segun veremos), por ello a estos
circuitos se les denomina Circuitos de Corriente Alterna o CA.

Para el circuito de la figura las ecuaciones que lo describen son

V, coswt=RI+V, I:IC:CchC

V, coswt = RC Ve +V,

Solucion Homogénea RC+D=0=D=-RC
Ve (1) = Ke ™™

Solucion Particular Vp(t) =V, cos(wt + )

=V, se determina reemplazando en (1)
= V.(t) = Ke " +V,, cos(wt + )
Vot=0)=0=K+V,,cosp=0

.. solucion de régimen permanente, cuando t— es de la forma
V.(t) =V, cos(wt+ @) (8.9)

Asi, es necesario resolver en general una ecuacion diferencial, cuyo orden depende del
numero de condensadores e inductancias que tenga el circuito. Sin embargo, debido a que
las soluciones de régimen permanente son sinusoidales se recurre a una transformada para
simplificar los calculos segun veremos a continuacion.
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8.4 Transformada Fasorial

Se acostumbra usar una transformada fasorial sobre este tipo de funciones:

Fo(0))=Voye? AV e = F Ve =V, cos(wt +9) (8.10)
luego si aplicamos F a ambos lados de la ecuacion diferencial del circuito de la Figura 125

av. +VC} (8.11)

dt

F{V, coswt}= F{RC

se puede demostrar que F es lineal y biyectiva

v, B dv,
= F{RC ot VC} = RCF{ . }+ F{V.(t)} (8.12)

pero F { Ve } = F{V,,, (=w)sin(wt + @)}

v, z
F{—S4=FV. (—w)cos(wt + ¢ ——
{dt} {CM( wycos(wt +¢ 2)}
F{ dczc } B _WVCMejw_H/Z)
pid )
e
F{dde} =—jwVe,e’ (8.13), luego la ecuacion queda
Ve = RGwVp+ Vo = ¥, Y (8.14)
jo _ +V,. =V, =—"— :
€ JWVctVe ¢ 1+ jwRC

Concepto de Impedancia
e para resistencia

V=RI=F(V)=RF(I)
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0
0 0 1%
o
1

V=RI = ZA5 =R (8.15)
e para condensadores
dt I3 n
IS / c
F(1.)= CF( dVCj d
dt :
0 0 1 . .
I.=CwV,.=>Z= v (8.16) Figura 175. Representacion fasorial
Jjw
condensador
e para inductancias
dl Lo
V, =L—*%
LT dr N
Vi
dl -
FV, |=LF|—%
ARZEA ‘
0
V,=Liwl, = Z = jwL (8.17) Figura 176. Representacion fasorial.
inductancia
Asi, para el ejemplo visto anteriormente
R
_|._
0 C -
_V Q\) R
Figura 177. Representacion fasorial.
0 0 0 0 0
V=V.+V. (8.18) Ve=RI (8.19)
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0 1 0 0 ]
V=|R+——|I (8.20) Ve=—— (821)

jwC Jw
0 0
,3_ V _ gwCr
R4+ 1 1+ jwRC
gwC
0 _ 0 ;
s V=P = =V
1+ jwRC
0 ‘ Cc\V
S0 S SO L _
1+(WRC)2

@ =90° —tan”'wRC

i(t)= ]cos(wt + go)
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8.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1

En el circuito de la siguiente figura, el interruptor S1 ha estado abierto desde ¢ = —oo hasta
t=0.
Se pide lo siguiente:

a) Calcular el voltaje V, del condensador y la corriente 7, , para ¢t <0.

b) En ¢#=0 se cierra S1. Calcule las corrientes y tensiones en los distintos elementos
ent=0"yent=00.

¢) Sereemplaza la inductancia L por un interruptor S2. Suponga que ambos
interruptores han estado abiertos desde ¢ = —oo hasta 1 =0. En £ =0 se cierra S1. En

t=t, seabre S1. En t =t, se cierra S2, para abrirse en ¢ =1,
d) Para ¢ > ¢, se dejan ambos interruptores abiertos. Calcule el voltaje V. =V (¢)a
través del condensador.

Rl

S, /\/7
VY YL

Figura P.8.1.1

Solucion.

a) Esevidente que para <0, V, =1, =0, ya que la fuente de voltaje &, esta
desconectada.

b) Para calcular las corrientes y voltajes en 1 =0" y ¢ =00, basta observar que se
cumple lo siguiente:
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Ve = Ri,

i =
dt

di,

v, =L—
BT dr

En t=0" se cumple:

v.(07)=0
i,(0)=0

Lo que quiere decir que antes de cerrarse S1 no hay corriente por la inductancia, y el
condensador tiene voltaje nulo por no poder tomar carga. Entonces, por continuidad de

voltaje y corriente se observa que en t=0":
v.(0")=0
,(07)=0

Luego, se concluye que el circuito para  =0" se comporta como el siguiente:

A, .

Figura P.8.1.2

Como 7, (07) =0, entonces debe cumplirse que i 2, (0")=0, ya que obviamente
las corrientes son las mismas para cualquier tiempo. Como la corriente por R, es cero,

la caida de tension v, (07) =0

Ademas, por leyes de voltaje de Kirchoff se cumple que :
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Ve, +v, =0, parat=0",=v,(07)=0

Finalmente, también de la figura se ve que:

v, (0 =¢,

&
i, (0") =22
x(07) R

En t =00 sabemos que el circuito ha pasado por su periodo transiente, y estd en régimen
permanente; todas las corrientes y los voltajes deben ser constantes; esto dice de inmediato
que:

i (0)=0
V,(0) =0

Por lo tanto, el circuito se comporta como el siguiente:

Figura P.8.1.3

Luego,
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&y

Iy =lp =1,

"R +R,
V.=V, :gO_RZ
* R +R,
&R
R B ——
R +R,

c¢) El circuito que interesa en este punto es:

Figura P.8.1.4

Para —0<¢<0,V, =0.

Para 0<¢<¢, al estar cerrado S1, la parte relevante del circuito es :

Wli

)
|

Figura P.8.1.5

T ¢
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Luego,

& =Ri+V,
Derivando, y como i, =C da’? :

. . -,
0=R L e R 1 e /he

di dr  dr C

donde i, es la corriente en el instante inicial ¢ = 0; es facil ver que i, =

V(0)=V.(0)=0

Luego, para 0 <<t se tiene que:

t
V. =80—Rli:go£1—e R‘C]

20
20 pues:
R

1

En ¢ =¢, se abre S2, abriéndose todo el circuito; luego no circula mas corriente y el voltaje

V (t,) se mantiene durante todo el intervalo ¢, <¢<t¢,.

En 7=t se cierra S2 y el condensador comienza a descargarse a través de R,. Luego, el

circuito relevante es el siguiente:

Figura P.8.1.6
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Aqui el condensador actiia como fuente, luego se deducen las siguientes ecuaciones:

V.= % = R,i,
Derivando:

AV, _ o di i di

_: _
dt ‘dt C Cdt

Luego;

t t

i(t)y=it,)e ™ =V =Ri=V.(t,)e “,t, <t<t,

En t =t, se abre S2, quedando el condensador desconectado; por lo tanto para ¢ > ¢, , el

voltaje V,_(¢,) se mantiene.

Graficamente, V_(¢) es aproximadamente:

e e e m e -
g [

.—N
~
D

t3
Figura P.8.1.7
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PROBLEMA 2

Calcular la potencia disipada en Watts por la resistencia R, del siguiente circuito:

220V ~ R, L,
50 Hz

Figura P.8.2.1

Solucion:

La fuente de voltaje alterno produce un voltaje entre los puntos a-b que puede escribirse
como:

&(t) = g, cos(wt)
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Si se supone que el voltaje de la fuente son 220 volts efectivos, se ve que:
g, =22032 (Volts)

Ademas:
= 27r50[rasteg’l}

La potencia disipada por la resistencia R, que se pide calcular, es el valor medio de ésta,
cuyo valor esta dado por:

|
PDisipada = <P(t)> = ER?,I(?

Donde /,, es la amplitud de la corriente que circula por la resistencia.

La resolucion de problema se hara mediante fasores, recordando que las impedancias
asociadas a los distintos elementos del circuito son:

Resistencia: Z, =R
Inductancia: Z, = joL
1

Condensador: Z, = ——
joC

Luego, el circuito queda reducido a:

Figura P.8.2.2
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Donde las impedancias respectivas son:

Z =1+]
Z,=3-4j
Z,=2+2j
Ademas:

&, =&, =220\2

Las ecuaciones para las corrientes, dadas por la leyes de Kirchoff, son:

0=—g,+(1+ ), +(2+2))I,
0=03B-4/)1,-2+2)I,
0=1-1,-1,

Cuya resolucion para f3 da:

) T :Iéolzﬁ[Ampzj

U1+ /11105 2 221

Finalmente, la potencia disipada pedida es :

PDisipada :%R3 ‘1'3‘2 ~ S.S[kW]
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8.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

En el siguiente circuito, dados los valores de los distintos elementos, calcular las corrientes
1,1, e 1,

V, =100 —60
50Hz.

K:mmo(i)
50Hz.

PROBLEMA 2

En el circuito de la figura, calcule algebraicamente la corriente total entregada por la fuente,
y la corriente y el voltaje en cada rama del circuito:

RZ
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