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Capitulo 1

CINEMATICA

Los movimientos mas faciles de describir son los de una particula puntual, es decir
aquella que no tiene dimensién alguna ni estructura interna. Sin embargo, antes de des-
cribir su movimento, es necesario establecer la base matematica que permita localizarla
de manera univoca en el espacio.

1.1. Sistema coordenado cartesiano

Para localizar un punto en el espacio, lo mas sencillo es utilizar lo que se conoce como
sistema coordenado cartesiano. Esto no es mas que el conjunto formado por un punto
arbitrario del espacio, O, que se llama origen del sistema coordenado, y tres vectores
unitarios y pendiculares entre si, que forman la base del sistema coordenado y
que se denotan por i, j y k (ver Fig. 1.1). Es muy importante que el triedro que forman
los vectores de la base sea orientado a derechas. Lo que esto quiere decir es que ha de
cumplirse que:
k=1ix], (1.1)
por lo que la orientaciéon de fy ; puede elegirse arbitrariamente, pero la de k viene dada
por la Ec. 1.1.

Una vez hecho esto, la posicién de cualquier punto P viene especificada por el vector
que une el origen con el punto en cuestion. Este vector se conoce por radio vector, y se
escribe en general como:

F=zityj+zk (1.2)
Las longitudes de las componentes del radio vector a lo largo de los vectores de la base,
llamadas coordenadas del punto P, se denotan por las letras x, y y z. Otra notacion
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Figura 1.1: Coordenadas cartesianas.

comun para el radio vector 7 es:

= (z,y, 2). (1.3)

IMPORTANTE: La eleccion tanto del origen como de los vectores de la base es totalmente
arbitraria. Por ello, debe realizarse intentando simplificar al maximo el problema que
luego queramos resolver. Por ejemplo, si queremos describir el movimiento de un cuerpo
a lo largo de una linea recta, es conveniente escoger uno de los ejes coordenados a lo largo
de esta linea (el eje OX, por ejemplo). Andlogamente, si el movimiento esta restringido
al plano, es 1util que se escoja dicho plano coincidente con alguno de los tres planos
coordenados OXY, OZY 6 OZX, formados, respectivamente, por la envolvente lineal de
las parejas correspondlentes de vectores de la base 7, j y k.

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



1.2. Trayectoria

En general, un cuerpo que describa un movimiento en el espacio se movera sobre una
curva que se conoce como trayectoria. Es importante darse cuenta de que sobre una mis-
ma trayectoria pueden darse infinitos tipos de movimiento. Asi, por ejemplo, supongamos
un cuerpo que se mueve en plano OXY siguiendo la recta y = x. Podra moverse a veloci-
dad constante, con un movimiento uniformemente acelerado o de una ntimero infinito de
maneras. ;Coémo se describe matematicamente esta diferencia?

La manera de hacerlo es darse cuenta de que la trayectoria es el lugar geométrico de
los puntos que visita el mévil. En este ejemplo tan simple, viene dada por al ecuacién:

y=xz, z=0. (1.4)
Sin embargo, los distintos tipos de movimento vienen descritos por ecuaciones del tipo:

z=[f(t), y=[f({t) z2=0, (1.5)

donde f(t) es una funcion arbitraria del tiempo ¢ que sera distinta para cada tipo de
movimiento. Por ejemplo, si el movimiento es uniforme, f(¢t) = a + bt (a y b son dos
constantes cualesquiera), mientras que si es uniformemente acelerado, tendremos que
f(t) = a + bt + ct®. Claramente, existe un nimero infinito de funciones f posibles pe-
ro, para cualquier funcién f que escojamos, siempre se cumple que y = z!

Resumiendo, la ecuacién de la trayectoria serd un conjunto de ecuaciones que relacio-
nan a las coordenadas entre si (como la Eq. 1.4), mientras que las que especifican el tipo
de movimiento dependeran explicitamente del tiempo. ;Cémo se pasa de una a las otras?
Pues despejando el parametro tiempo de todas las ecuaciones de la Eq. 1.5, e igualandolas
entre si para eliminarlo.

1.3. Vector velocidad

Como vimos en la seccién anterior, existen muchos tipos de movimiento, incluso sobre
una misma trayectoria. Estos se distinguen por el ritmo con el que cambia el vector
posicién al cambiar el tiempo es diferente. Es importante acostumbrarse a que, en Fisica,
cualquier magnitud que exprese el cambio de una cantidad respecto de otra se representa
matematicamente por la derivada de la primera respecto a la segunda. Veamos con mas
detalle esto en el caso del cambio del vector posicién. Para ello, nos concentramos en la
Fig. 1.3, que muestra la posiciéon de un mévil en el instante ¢, y un poco después, en el

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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instante ¢ + At. Durante ese intervalo de tiempo, la posicién del mévil ha pasado de estar
caracterizada por el vector 7(t) a estarlo por el vector 7(t + At). El cambio que ha sufrido

el vector posicion viene dado por el vector desplazamiento Ar:
Ar = 7t + At) — 7(t), (1.6)

que geométricamente no es sino el vector que une las puntas de los vectores 7(t + At) y
7(t). El ritmo con el que cambia ese vector no es sino su cambio en la unidad de tiempo,
que en el limite en que At tiende a cero nos da el vector velocidad:

. , Ar  dF
v=1

- av 1.
Aglo At dt (1.7)

Figura 1.2: Vector desplazamiento.
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1.4. Vector aceleracion

Igual que el hecho de que el vector posicién cambie con el tiempo aconseja la definicién
de un vector velocidad que cuantifique dicho cambio, es conveniente definir también un
segundo vector que describe el ritmo instantdneo de cambio del vector velocidad:

B Av  di  dPF
a=lim — = — = —. (1.8)
At—0 At dt dt?

Ahora bien, pareceria a simple vista que ahora seria bueno introducir otro vector, que
describiera el ritmo de cambio del vector aceleraciéon. Y otro, que describa el ritmo de
cambio de este tultimo. Y asi, sucesivamente. ; Por qué no aparecen estos vectores en el
desarrollo de la Cinematica?

IMPORTANTE: La respuesta nos la dara el tema siguiente, relativo a la Dindmica, en el que
veremos que la segunda ley de Newton nos permite calcular la aceleracion que experimenta
un cuerpo una vez que se conocen las fuerzas que actiien sobre él. Por ello, no es necesario
definir ritmos de cambio de la aceleraciéon (u otros superiores) ya que, una vez conocida
la aceleracion a partir de las fuerzas, puede calcularse mediante integracién de ésta lo que
vale la velocidad y la posicién del moévil. Y éste es precisamente el objetivo tltimo de la
Cinematica: saber sitiar al mévil en cualquier instante de tiempo.

1.5. Tipos de movimiento

Puesto que, como hemos visto, no es necesario ir mas alla del vector aceleracién en
la descripcion del movimiento de un cuerpo, los tipos de movimiento suelen clasificarse
segun sean sus vectores aceleracion y velocidad. Asi, distinguiremos:

» MOVIMIENTO RECTILINEO: si los vectores velocidad y aceleracién son paralelos:

u(t) x d(t) =0, Vvt (1.9)
De todos los movimientos rectilineos posibles, se distingue:
e MOVIMIENTO UNIFORME: si el vector aceleracién es nulo.
at)=0, vt = U(t)=1. (1.10)

e MOVIMIENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO: si el vector aceleracion es cons-

tante.
J(t) =dap, Vt. (1.11)

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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= MOVIMIENTO PLANO: si los vectores velocidad y aceleracion estan siempre conte-
nidos en un plano dado. Para ello, es suficiente con que

T(t)-7=alt) - i=0, Wt (1.12)

para algun vector 7. Dicho vector sera, por tanto, perpendicular al plano donde
esta confinado el movimiento. Dentro de los tipos de movimiento plano, destacare-
mos:

e MoVIMIENTO UNIFORME: si, ademas, los vectores velocidad y aceleracion son
siempre perpendiculares entre si:

9(t)-a@(t) =0, V. (1.13)

En este caso, el médulo de v permanece siempre constante puesto que no existe
una componente de a a lo largo de ¥. Un ejemplo de movimiento uniforme es el
movimiento circular uniforme en el que, ademds |d| es constante. El radio
de la circunferencia descrita serd R = |0]?/|a]. ;Por qué?

= MOVIMIENTO EN EL ESPACIO: si los vectores velocidad y aceleracién no cumplen
ninguna de las condiciones para ser rectilineo o confinado a un plano. Este es el caso
mas complicado.

1.6. Integracion del movimiento

Como hemos dicho, el objeto de la Cinematica es obtener el valor de la posicién de
un cuerpo una vez que se conoce su vector aceleracion. Si ésta se conoce en funcion del
tiempo, @ = d(t), la manera de hacerlo es invertir la Eq. 1.8, teniendo en cuenta para ello
que la inversa de la derivada es la integral. De esta forma:

t
u(t) — v(ty) = / dt a(t), (1.14)
to
e invirtiendo entonces la definicién del vector velocidad (Eq. 1.6):
t
7(t) — 7(to) = / dt v(t), (1.15)
to

donde tg es el tiempo inicial, que muchas veces se toma como cero.

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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Es importante darse cuenta de que las Eqgs. 1.14-1.15 son ecuaciones vectoriales vy,
por tanto, han de resolverse por componentes. Es decir, cada una de ellas consta de tres
ecuaciones, y hay que realizar las integrales que en ella aparecen por separado.

EJEMPLO 1: Movimiento rectilineo y uniforme

En este caso, la Eq. 1.14 se reduce a:
5(t) = dl(to) = . (1.16)

ya que la integral definida de cero da cero. Usando ahora esta velocidad en la Eq. 1.15
tenemos que:

[ 2(t) = 2(t) = / 0t von = vou(t — to)

to

to

\ Z(t) — Z(to) S / dt Voz — ?}Oz(t — to)

to

que puede reescribirse en forma vectorial como:
7(t) = 7(to) + Vo (t —to). (1.18)

Es conveniente pararse y reflexionar sobre el significado tridimensional de esta férmula
(ver Fig. 1.6(izqda.)), y compararla con la expresién obtenida en el caso de usar una
formulacién puramente escalar (ver Fig. 1.6(dcha.)):

s(t) = s(ty) + vo(t — to). (1.19)

EJEMPLO 2: Movimiento rectilineo y uniformemente acelerado

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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ESCALAR
VECTORIAL b v

X —= L

%

SZ% +y (tst

Figura 1.3: Movimiento rectilineo uniforme: representacién vectorial y escalar.

En este caso, la Eq. 1.14 se convierte en:

( ’Uz(t) > ’Uz(tg) = / dt agy = aox(t - to)

to

mw—vmo:/zﬁ% N v“ﬂ—%@@:/%ﬁ%y:%ﬂhﬁw (1.20)

to to

vm—um:/ﬁ%:%mm)

\ to

que puede reescribirse en forma vectorial como:
0(t) = vU(to) + do (t — to). (1.21)

Después, introducimos la velocidad recién obtenida en la Eq. 1.15:

r(t) — r(ty) = /t dt U(to) + do (t —to). (1.22)

to

Volviendo a separarla en componentes, y calculando las integrales, se obtiene con facilidad
que:

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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(t —to)?

7(t) = (to) + (to)(t — to) + o , (1.23)

que es conveniente de nuevo comparar con el resultado obtenido utilizando la formulacién
escalar,

s(t) = so + volt — t0) + %(t — )2, (1.24)

1.7. Simetrias

Como hemos visto, cualquier movimiento en el espacio tri-dimensional puede descri-
birse mediante el formalismo vectorial cartesiano. Sin embargo, muchas veces, dicho movi-
miento esta limitado a una region del espacio que tiene alguna peculiaridad geométrica que
puede aprovecharse para simplificar su descripcion. Estas peculiaridades son las llamadas
simetrias. El concepto de simetria es uno de los mas importantes en Fisica, y permi-
tira simplificar enormemente muchos problemas, no sélo relacionados con el movimiento
de los cuerpos. En general, se dice que algo tiene simetria bajo una determinada
transformacién geométrica si dicha transformacién deja al sistema invariante. Es de-
cir, idéntico a como era antes de realizarla.

Las tranformaciones mas sencillas son dos:

1. TRASLACIONES A LO LARGO DE UN EJE: por ejemplo, consideremos un mévil que
se mueve sobre una trayectoria recta. Claramente, la trayectoria es invariante bajo
traslaciones a lo largo de si misma, ya que si desplazamos una recta infinita cualquier
distancia a lo largo de ella, no varia.

2. ROTACIONES ALREDEDOR DE UN EJE: el ejemplo tipico seria una trayectoria cir-
cular. Claramente, si rotamos dicha trayectoria alrededor de un eje perpendicular
al plano que la contiene y que pase por su centro, el circulo no varia.

Existen, sin embargo, simetrias mas complejas. En concreto, comentaremos dos, ya
que las utilizaremos con frecuencia (ver Fig. 1.7):

1. Simetria cilindrica: se dice que algo tiene simetria cilindrica si: 1) es invariante
bajo rotaciones alrededor de algun eje, que se conoce como eje de revoluciéon
y 2) es invariante bajo traslaciones a lo largo de dicho eje. Por ejemplo, una
trayectoria recta e infinita tiene simetria cilindrica porque es invariante bajo rota-
ciones alrededor del eje que la contiene, y bajo traslaciones a lo largo de dicho eje.

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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Simetria esferica I . .
@ Simetria

Cilindrica
Z

Figura 1.4: Simetria esférica (izqda) y cilindrica (dcha).

De igual modo, si pensamos en un sélido con forma de cilindro infinito, éste es in-
variante bajo rotaciones alrededor del eje generatriz del cilindro y bajo traslaciones
a lo largo del mismo eje.

2. Simetria esférica: Diremos que algo tiene simetria esférica si es invariante ba-
jo rotaciones alrededor de cualquier eje que atraviese un punto, conocido como
centro. Por ejemplo, éste es el caso de una una esfera maciza, que es invariante
bajo rotaciones alrededor de cualquier eje que pase por su centro. Lo mismo puede
decirse de un sélido con forma de cascara esférica.

1.8. Movimiento con simetria de rotacién en el plano:
coordenadas polares

Una vez definido lo que entendemos por simetrias, es hora de entender porqué son
importantes. Lo haremos con un ejemplo. Consideremos el caso de un mévil que se mueve
en un plano dado sobre una trayectoria circular de radio R. Como dijimos antes, esta
trayectoria tiene simetria de rotacion alrededor de cualquier eje perpendicular al plano que
pase por su centro. ;Cémo puede utilizarse esta informacién para simplificar la descripcién
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de dicho movimiento? Muy sencillo, cambiando de sistema de coordenadas!

Si quisiéramos describir el movimiento del movil sobre la circunferencia de radio R
en coordenadas cartesianas, lo mas que se puede hacer para simplificar la descripcion es
escoger los ejes X e Y en el plano que contiene al circulo, y el eje Z perpendicular a él. De
esta manera, podemos ignorar la coordenada z del mévil, ya que no cambia nunca durante
el movimiento. Por tanto, hemos reducido el problema a uno bi-dimensional. Pero eso va
a ser lo mas que vamos a poder simplificarlo en estas coordenadas.

Ahora bien, a nadie escapa que, si escogemos el origen del sistema de coordenadas en
el centro del circulo, el movimiento del movil ha de ser tal que:

22 (t) + 2 (t) = R?, (1.25)

de forma que x e y no son dos variables independientes. Realmente, sélo hay una que sea
independiente. ; Pero como nos podemos aprovechar de éste hecho?

1.8.1. Coordenadas polares

La manera de hacerlo es introducir coordenadas polares (ver Fig. 1.8.1), que son
las coordenadas en las que se simplifican al méaximo problemas con simetria de rotacion.
En estas coordenadas, la situacién de un punto en el plano se caracteriza por la distancia
del punto al origen, r, y por el angulo que forma la linea que une al origen y al punto con
la parte positiva del eje X (ver Fig. 1.7). Es fécil darse cuenta de que, para pasar de las
coordenadas cartesianas (x,y) a las polares (r,6) basta usar las transformaciones:

R

6 = tan~" (y/a),

(1.26)

mientras que el cambio inverso se obtiene sin mas que proyectar r sobre los ejes X e Y

x = rsinf
(1.27)
y = rcosf.

Ahora, es claro que, en el caso de nuestro mévil que se mueve sobre una circunferencia,
la coordenada polar r permanece constante e igual al radio R de la circunferencia. Por
ello, resolver su movimiento se reduce a encontrar 0(t); es decir, como cambia el dngulo
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Figura 1.5: Coordenadas polares.

polar con el tiempo. Por lo tanto, hemos reducido el problema a uno unidimensional vy,
con ello, mas sencillo.

La manera de proceder es ahora analoga a lo que hicimos antes. Del mismo modo que,
en el caso del radio vector, fue necesario introducir el ritmo instantaneo de variacién de
la posicion (el vector velocidad) y de la velocidad (el vector aceleracién), ahora serd con-
veniente introducir el ritmo instantaneo de variacién del angulo polar, que llamaremos
velocidad angular w, y el ritmo instantaneo de cambio de la velocidad angular, que
llamaremos aceleraciéon angular:

0 o dw
Y T

Es importante notar que estas cantidades son escalares, no vectores. También que,
midiendo el angulo # en radianes (de forma que una vuelta completa a la circunferencia
corresponde a un incremento en 27 del dngulo), w se mide en rad/s, mientras que « en

rad/s?.

(1.28)
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Antes de encontrar 0(t) para un par de casos sencillos, es conveniente ver como se
relacionan estas cantidades con distancias, velocidades y aceleraciones. Para ello, basta
con recordar que el arco recorrido sobre la circunferencia se relaciona con el angulo (en
radianes) a través del radio:

s=RE6. (1.29)

Por tanto, derivando la ecuaciéon anterior encontramos que:

ds do
BT e (1.30)
Es decir, la velocidad angular es proporcional al ritmo instantaneo de cambio del arco

recorrido: la velocidad a la que se recorre el arco. Igualmente,

& d
® = R% = Ra, (1.31)

e T Mar

relaciona la aceleracion angular o con el ritmo de variacion de vy: la aceleracion a la que
se recorre el arco, as.

Necesitaremos, sin embargo, esperar a que describamos el movimiento circular vecto-
rialmente para entender como se relacionan v, y as con los vectores velocidad y aceleracion
asociados a este tipo de movimiento. Pero antes, veamos la utilidad de las nuevas coor-
denadas en el caso de un movimiento con simetria de rotacion en el plano.

EJEMPLO 3: Movimiento circular uniforme

El movimiento circular se llama uniforme si o = 0, lo cual implica que w(t) = wy, y
permanece constante a lo largo del movimiento. Para encontrar () basta por tanto con
invertir Eq. 1.28 para obtener:

t
H(t) = 90 +/ dt Wo = (90 +w0(t — tO) (132)

to

La primera cosa a notar es que, al haber reducido el problema a uno unidimensional,
la integral a realizar es escalar y, por tanto, mucho més sencilla. Ademas, el problema se
ha convertido en uno formalmente idéntico al de un movimiento rectilineo uniforme, pero
con 6 haciendo el papel del espacio recorrido s.

EJEMPLO 4: Movimiento circular uniformemente acelerado
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El movimiento circular se llama uniformemente acelerado si a = ag. Por lo tanto, po-
demos encontrar w(t) sin més que invertir la segunda ecuacién que aparece en la Eq. 1.28:

t
w(t) :w0+/ dt CKQZWO+Oéo(t—t0). (133)
to

Luego, usando este resultado junto con la ecuacion izquierda de la Eq. 1.28, podemos
obtener 0(t):

0t) =6 + /t dt (wo + ao(t —tg)) = Oy + wolt — to) + %(t — 1), (1.34)

de nuevo formalmente idéntica al problema del movimiento rectilineo uniformemente ace-
lerado.

Para darse cuenta de la ventaja que ha supuesto, en el caso del movimiento circular, el
utilizar coordenadas polares basta con intentar expresar la condicion de velocidad angular
constante en las coordenadas cartesianas (z,y):

o () o () o ()%
_ 1/x o y/ x>
L+ (y/z)? " 1+ (y/a)?

donde hemos aplicado la regla de la cadena. Por lo tanto, la condicién de velocidad angular
constante se escribe de una manera muy complicada en términos de las componentes
cartesianas de la velocidad:

w(t)vy(t) — y(t)vs(t) = wo (a(t)* +y(1)?) - (1.36)

Esta ecuacién es la que deberiamos de resolver, junto con:

(1.35)

Uy = Wo,

z(t)* +y(t)* = R?, (1.37)

que garantiza que el movimiento se realiza sobre la circunferencia de radio R, para obtener
la solucién de nuestro problema. Es decir, calcular x(t) e y(t). Claramente, obtener x(t) e
y(t) de las Eqgs. 1.36-1.37 es mucho mas complicado que lo que hicimos hace un momento.
Este es el beneficio principal de usar un sistema de coordenadas que se aprovecha de las
simetrias del problema.
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1.8.2. Base de vectores en coordenadas polares

Es importante darse cuenta de que las coordenadas polares pueden también utilizarse
para describir el movimiento en un plano incluso aunque no esté restringido a una cir-
cunferencia. En el fondo, no es mas que utilizar un sistema de coordenadas diferente para
describir lo mismo que antes describiamos usando coordenadas cartesianas. Pero nos hace
falta algo méas que las coordenadas (r, 6). Recordemos que, en cartesianas, la posicién de
un cuerpo viene determinada por el radio vector:

F=a2i+yj, (1.38)

donde ¢ and j los vectores de la base cartesiana. En coordenadas polares necesitamos
también una expresion vectorial. ;Pero cuédles son los vectores de la base adecuada para
describir el movimiento en polares?

Y

Figura 1.6: Definicion de vectores de la base en coordenadas polares.
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Veamos ahora un procedimiento general para encontrar estos vectores para cualquier
sistema coordenado. Usaremos como ejemplo el caso cartesiano. La idea es la siguiente.
Situémonos en un punto arbitrario del plano OXY', (xg, o). En él, el vector unitario de la
base asociado a la coordenada y, ;’, se escoge de forma que sea tangente a la curva x = x,
donde zy es el valor de la coordenada = en ese punto (ver Fig. 1.8.2). El sentido del vector
sera aquel en el que crece la variable a la que esté asociado, y en este caso, que es hacia
arriba. Claramente, el vector escogido es idéntico al vector j que definimos al principio
del tema. Igualmente, el vector i, asociado a la coordenada =, se escogera en cada punto
tangente a la curva y = yp, con yp la coordenada y del punto en cuestion. De nuevo, el
vector asi construido coincide con el vector 7 que definimos previamente.

Evidentemente, en el caso cartesiano, se obtienen los mismos vectores en todos los
puntos del espacio. Es por eso que se pueden introducir los vectores como dijimos,
directamente en la direccion de los ejes OX y OY, respectivamente. Sin embargo, esto
no sucede en casi ningun otro sistema coordenado. Veamos como seria en el caso de las
coordenadas polares (r, 0). Para ello, en un punto arbitrario (rq, fy), consideramos la curva,
0 = 0y, que corresponde a la semirecta que parte del origen y pasa por dicho punto (ver
Fig. 1.8.2). El vector unitario asociado a la coordenada r, u,, ha de escogerse tangente
a dicha semirrecta y, en la direccién en la que r crece. Por tanto, se trata de un vector
que apunta radialmente hacia afuera en cada punto. En cuanto al vector asociado a la
coordenada 6, iy, sera tangente a la curva r = ry que es la circunferencia que contiene al
punto. Como hemos de cogerlo con sentido segtin la direccion en la que crece la coordenada
a la que esta asociado, 6, tendra en cada punto la direccion indicada en la Fig. 1.8.2.

Claramente, tanto u, como s son distintos en cada punto, a diferencia de lo que
pasaba con Zy j Por ello, es necesario determinarlos con la construccion geométrica
que acabamos de esbozar. Para completar la transformacion entre coordenadas polares y
cartesianas, hemos por tanto de complementar las Eqs. 1.26, que relacionaban (z,y) con
(r,0), con las que relacionan estas parejas de vectores. De la Fig. 1.8.2 es facil obtener
que:

i, = cost i + send j

(1.39)
g = —sinf i + cosf
sin mas que projectar ,, ty sobre ;,j, y a la inversa:
i = cost) i, — senf
(1.40)

j = sinf u, + cosf y
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1.8.3. Descripcién del movimiento plano en coordenadas polares

Una vez hecho esto, podemos calcular como se expresa el radio vector 7" en coordenadas
polares. Es suficiente con sustituir en la Eq. 1.38 aquellas formulas que expresan (z,y) en
términos de (r,6) y los vectores 7, j en términos de ., iy:

7= xi +yj = r cosh [cosf @, — send @y] + r sinf [sind @, + cosf dp) =7 @,  (1.41)

donde hemos usado la identidad cos?+sin?f = 1. La bondad de este resultado es también
evidente de la representacion gréfica (ver Fig. 1.8.1). Claramente, 7"y , son paralelos en
cada punto, y el modulo del primero es r. Por lo tanto, era el tinico resultado que tenia
sentido.

Una vez conocida la forma del radio vector en polares, podemos proceder a calcular
las otras dos cantidades cinéticamente relevantes en polares: los vectores velocidad y
aceleracion. El primero de ellos es la derivada temporal del vector posicion:
dr dr di,

r

U=
donde hemos tenido que tener en cuenta el que, en polares, los vectores de la base SI
cambian con el tiempo, ya que son diferentes en cada punto de la trayectoria. Por lo
tanto, para calcular el ritmo de cambio del vector posicién, hay que tener en cuenta
también el ritmo de cambio del vector u,.. Matematicamente, esta cantidad es la derivada
de u, respecto al tiempo. ;Cémo se calcula esta derivada? Notese que necesitamos su valor
expresado también en polares, ya que nuestro objetivo es calcular el vector derivada en
polares. Es decir, en término de (r, 6) y los vectores de la base en polares. Para calcularla,
haremos una pequena trampa. Tendremos en cuenta la Eq. 1.39, que nos vuelve a llevar
a cartesianas, de forma que:

dCZ: = —sinf Z—f i 4 cost Z—i j= (cil_f [—Sine i+ cosf | =0 . (1.43)

Para llegar a este resultado hemos aplicado la regla de la cadena:

dflg(x)]/dx = df /dg - dg/dz, (1.44)

y hemos utilizado la definicion del vector iy dado por la Eq. 1.26, para poder expresar
el resultado en términos de cantidades asociadas a las coordenadas polares, como nece-
sitdbamos. Nétese también que hemos introducido la notacién @ para representar a df /dt
[Esta es una manera usual de representar derivadas temporales en Fisica.].
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Por lo tanto, estamos ya en condiciones de encontrar el vector velocidad en polares,
sin mas que sustituir la derivada del vector #, dada por la Eq. 1.43 en la Eq. 1.42:

Lo dr

vzﬁziﬂ}—i—réﬁg, (1.45)

donde al primer término se le llama velocidad radial y al segundo, velocidad azimutal.

Existen muchas maneras de interpretar esta expresion. Nosotros usaremos una que,
ademads, da pistas acerca de cuando es conveniente usar coordenadas polares. Basta, para
ello, darse cuenta de que cada uno de los términos de la velocidad en polares puede
identificarse con el concepto de movimiento fundamental. Veamos que queremos decir.
Es muy facil darse cuenta de que el primer término, r, es el tnico que no desaparece si
€scogemos 0 = 0. Pero § = 0 s6lo si nos alejamos del origen segun la direccién radial,
manteniendo 6 = 6, constante. Este es el primer tipo de movimiento fundamental
asociado a las coordenadas polares: moverse segin cualquier direccién radial.

El segundo tipo de movimiento fundamental es aquél para el cual sélo el segundo
término es no nulo. Es decir, cuando 7 = 0. Pero esto sélo sucede cuando nos movemos
sobre una circunferencia, manteniendo r = ry constante. Luego el segundo movimiento
fundamental asociado a las coordenadas polares es un movimiento circular.

Lo que la Eq. 1.45 dice es que, en polares, cualquier movimiento en el plano se puede
separar en dos partes, un desplazamiento radial y un movimiento circular. Esto no parece
ayudar mucho. Pero si nos enfrentamos a un problema en el que el movil se mueva de tal
forma que una de estas partes sea cero, podremos resolverlo de forma mucho mas sencilla
si lo describimos usando coordenadas polares. Por ejemplo, si el mévil se desplaza sobre
un circulo, la parte del movimiento asociada al desplazamiento radial es nula si se escribe
en coordenadas polares. Por eso, las coordenadas polares son lds mas ttiles para resolver
problemas de rotacién en un plano.

Para obtener ahora la expresién de la aceleracién en polares seguiremos el mismo
camino: derivaremos la Eq. 1.45 respecto al tiempo. Nétese que ahora necesitamos también
la derivada del vector iy respecto al tiempo. Siguiendo el mismo camino que antes, es muy

sencillo mostrar que:
du, do - " )
% = [COS@ i + sinf j] = —0 i,. (1.46)
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Haciendo uso de ello y de la Eq. 1.41, la aceleracion en polares resulta:

A dii, . . dil
6203_1; :fﬁr—l—fd—i—ki’ﬁug%—rﬁu@%—r@%:

— i @+ 101y + 01y + 10Ty — 77T, = (1.47)

= (F — )i, + (270 + 70) iy,
que se compone, al igual que la velocidad, de aceleracion radial y azimutal.

., Qué significan cada uno de los términos que aparecen en la Eq.1.477 Bueno, pues
claramente tienen que estar relacionados con los tipos de movimiento fundamental que
introdujimos al discutir la expresion de la velocidad en polares. Para verlo, cojamos el
primer tipo fundamental de movimiento en polares, que correspondia a desplazarse en la
direccién radial. Esto implicaba que 6 =0= 0, ya que el angulo tiene que permanecer
constante y, por lo tanto, el inico término que pervive en la Eq. 1.47 es 7u,.. Por lo tanto,
7, nos da la aceleracién con la que nos movemos a lo largo del radio.

Cojamos ahora el segundo tipo de movimiento fundamental, el movimiento circular.
En él se cumple que ¥ = = 0 y, por tanto, solo nos quedan los términos —r024, y i
en la Eq. 1.47. }A qué corresponde cada uno? Bueno, —r62%, es claramente la aceleracién
centripeta asociada al movimiento circular. Para verlo basta con recordar que definimos
la velocidad angular como w = 6 y que la velocidad lineal y angular se relacionan por
v, = wr, como vimos al resolver en movimiento circular uniforme. Usando estas relaciones,
podemos reescribir —r62d, como —(v2/r)i,, que nos deberfa ser més familiar. En cuanto
a réﬂ’g, es la aceleracion angular, a, = ra = 6 que definimos también anteriormente (ver
Sec. 1.8.1).

El término que falta, 27"912};, es un poco mas especial ya que es nulo para los dos tipos de
movimientos fundamentales. Es necesario que tanto 7 como 6 sean diferentes de cero para
que no se anule y, por tanto, sélo aparece en movimientos que sean una combinacién de
ambos tipos. Se le suele llamar aceleracion de Coriolis. Nosotros, sin embargo, apenas
lo usaremos.

1.9. Coordenadas cilindricas

En el caso de que el movimiento tenga lugar en el espacio tridimensional, las cosas se
complican notablemente. No existe una receta bien definida sobre como afrontar el pro-
blema en el caso general, pero si cuando existe simetria cilindrica o esférica. En el primer
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caso es recomendable utilizar coordenadas cilindricas (ver Fig. 1.9). Para entender
como se construyen, lo mejor es recordar que simetria cilindrica respecto a un eje implica:

1. simetria de traslacién respecto a ese eje vy,
2. simetria de rotacién alrededor de ese eje.

Notese que, por tanto, si nos restrigimos a cualquier plano perpendicular al eje, la sime-
tria es idéntica a la que antes nos hacia escoger coordenadas polares para simplificar los
problemas. Por eso, las coordenadas cilindricas pueden entenderse como la versién tridi-
mensional de las polares, ya que mantienen la coordenada z cartesiana a lo largo del eje,
y utilizan coordenadas polares (r,6) en el plano perpendicular a éste (ver Fig. 1.9).

Z

(X¥,2) cartesiana

Figura 1.7: Coordenadas cilindricas.

Usando la Fig. 1.9 no es dificil darse cuenta de que las coordenadas cilindricas (r, 6, )
se relacionan con las cartesianas mediante:

r=+/22+19y2 0=tan '(y/z), =z=z2, (1.48)
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y el cambio inverso viene dado por:
x=rcosf, y=rsinf, z=z. (1.49)

Volvemos, sin embargo, a tener el mismo problema que en coordenadas polares. Re-
cordemos que, en tres dimensiones, el radio vector se expresa en cartesianas como:

F=xzi+y]+zk. (1.50)

Y sabemos como convertir (x,y,z) en (r,0,z). {Pero cuales son los vectores de la base
en cilindricas? Sin ellos, no podremos encontrar lo que vale el radio vector en estas coor-
denadas. La manera de calcularlos es similar a la que ya empleamos en el caso polar.
Entonces, los escogimos tangentes a las curvas obtenidas al mantener la otra coordena-
da constante. Por ejemplo, u, era tangente a # = 6, y por eso salia radialmente hacia
afuera. Sin embargo, ahora no estamos en el plano, sino en el espacio, con lo que tenemos
otras dos coordenadas, 6 y z, a considerar a la hora de obtener w,. ;Qué se hace? Muy
sencillo. Veamos, por ejemplo, como se escoge .. Ahora, = 6y no es una curva, sino
una superficie: es un semiplano anclado en el eje OZ (ver Fig. 1.9). Igualmente, z = z, es
un plano, paralelo al plano OXY. Bueno, pues escogeremos u, como un vector unitario
que sea tangente a la interseccion de las superficies 0 = 6y v 2 = zy: la semirrecta que,
contenida en un plano de z constante, se extiende radialmente hacia infinito (ver Fig. 1.9.)
Y sobre esta semirrecta, en el sentido en el que crece la r: alejandose del origen.

Esta receta geométrica da la manera de calcular los vectores de la base de cualquier
sistema de coordenadas. Basta escoger el vector unitario asociado a una coordenada en
cualquier punto, tangente a la interseccién de las dos superficies definidas manteniendo
las otras dos coordenadas constantes, con el valor que tienen en dicho punto [Es un buen
ejercicio ver como esto funciona en coordenadas cartesianas, y obtener asi los vectores i
]_"y lg] Aplicandolo ahora al caso de iy, la superficie z = zy es el mismo plano que antes,
mientras que r = ry es un cilindro infinito de radio rg que tiene por eje el eje OZ. La
interseccién de ambos es una circunferencia, contenida en el plano z = zy que pasa por
nuestro punto. Asi, el vector iy se escoge tangente a dicha circunferencia (ver Fig. 1.9), y
en el sentido en el que crece 6.

Finalmente, en cuanto al vector ., hay que cogerlo tangente a las superficies r = rq,
el cilindro antes mencionado, y € = 6, el semiplano que pasa por el punto y esta anclado
en el eje OZ (ver Fig. 1.9). Su interseccién es una recta vertical y, por tanto, el vector i,
es también vertical, apuntando en la direccion en la que crece la coordenada z.

Una vez encontrados los vectores, nos damos cuenta de que el vector u, coincide con
el k cartesiano, y que los vectores 4, y iy son idénticos a los que antes encontramos para
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1.9.1.

Ya estamos en disposicién de calcular el radio vector en cilindricas. Basta, para ello,
con sustituir en la Eq. 1.50 las cantidades cartesianas en términos de las nuevas usando

para ello las Eqs. 1.49-1.52:

0 iig)+

U, — sin

r cosf (cosd

(1.53)

+F 2 U, =T Uy + 2 Uy.

—

+7 sinf (sinf @, + cosd )

De nuevo, es conveniente comprobar geométricamente que éste es el inico resultado que

tiene sentido (ver Fig. 1.9

).
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de la velocidad en cil

on
derivar el radio vector, tenemos que tener en cuenta que los vectores

.z

Para seguir, vamos a calcular la expresi

de la base

lig

Uy y
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X

Figura 1.10: Construccion grafica del vector u, en coordenadas cilindricas.

cilindrica cambian de punto a punto. Derivando Eq. 1.53 tenemos entonces que:

dr dr du, dz

—

U=

Pero recordando que, el vector i, equivale al vector radial en polares, su derivada es
idéntica a la que obtuvimos entonces (ver Eq. 1.43), asi que tendremos:

T =17t +r 0ty + % .. (1.55)

Notese que las tres componentes de la velocidad son muy sencillas de interpretar usando
de nuevo el concepto de tipo de movimiento fundamental. En cilindricas tendremos tres.
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Primero, si elegimos § = 2 = 0 solo nos queda la primera (radial) componente de la
velocidad. El movimiento sera entonces un desplazamiento en la direccion radial.

Segundo, si escogemos 7 = Z = 0, s6lo queda la segunda (azimutal) componente
de la velocidad. El movimiento corresponde a desplazarse sobre una circunferencia
contenida en un plano de z constante.

Y tercero, si escogemos 7 = 6 = 0 sélo queda la tercera (vertical) componente de la
velocidad. El movimiento es, entonces, un desplazamiento rectilineo en la direccion
de las z’s.

Por tanto, usando una descripcién en cilindricas, se escribe el movimiento como com-
binacién de estos tres tipos de movimiento fundamentales. ;Cuando serdn entonces ttiles
estas coordenadas? Cuando el movimiento que queramos describir sea tal que alguna o
algunas de estas contribuciones se anule. Por ejemplo, si tenemos un mévil moviendose
encima de la superficie de un cilindro. En ese caso, la componente radial del movimiento
se anula en cilindricas, lo que reduce un problema tridimensional a uno bidimensional.

En lo que se refiere a la aceleracién, derivando la Eq. 1.55 obtenemos:

di dii, .. s diy .
sz—::"11}—1—7'“d—11+7"9u9+7"9ua+7"9%+2uz, (1.56)

donde hemos aplicado de nuevo la regla de la cadena. Usando las Eqs. 1.43-1.46, para las
derivadas de los vectores de la base, se llega facilmente a:

a=|i— 10| i, + |21 + 10| Uy + % .. (1.57)
=]+ [260 409

No vamos a gastar muchas letras en describir los distintos términos, ya que el tinico nuevo
respecto a los que obtuvimos en polares es el tultimo, Z, que es el asociado al tipo funda-
mental de movimiento en la direccién vertical. El resto, tienen la misma interpretacién
que dimos entonces.

1.10. Coordenadas esféricas

El dltimo caso tridimensional que vamos a discutir es el de las coordenadas esféricas.
Por supuesto, estas coordenadas suelen ser ttiles cuando el movimiento discurra sobre
una superficie con simetria esférica, como es el caso de una esfera. En ese caso, pasando
a coordenadas esféricas, se reduce un problema tri-dimensional a bi-dimensional, ya que
de nuevo tendremos que r permanecera constante e igual al radio de la esfera.
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Las coordenadas esféricas constan de una distancia y dos dngulos (ver Fig. 1.10). La
distancia es la del punto en cuestion al origen de coordenadas. Nétese que fijar r implica
que el punto esté en algun lugar de una esfera de radio r centrada en el origen. Para
situarnos en esa esfera se eligen dos angulos, 6 y ¢, que corresponden a la latitud y la
longitud, respectivamente.

(x,y,z) cartesiana
(r,p,0) esfericas

Figura 1.11: Coordenadas esféricas.

Utilizando la geometria del dibujo, no es dificil darse cuenta de que es posible relacionar
las coordenas esféricas con las cartesianas mediante:

/2 2
r=+a2+y2+22, ¢=tan"" (%) ., O =tan™! (ﬂ> , (1.58)

z

y el cambio inverso viene dado por:

x =71 sinf cosp, y=r sinf sing, z =1 cosl. (1.59)
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De hecho, es més facil visualizar la segunda de estas equivalencias (Eq. 1.59), y luego
despejar la primera de ella utilizando las distintas definiciones de las funciones trigo-
nométricas.

Figura 1.12: Vectores de la base en coordenadas esféricas.

En lo que respecta a los vectores de la base en esféricas, debemos de seguir el mismo
camino que antes. Situémonos en un punto arbitrario P, definido por las coordenadas
(10,00, o). Primero, es importante darse cuenta de que r = ry es una superficie esférica
centrada en el origen y que pasa por nuestro punto, que ¢ = ¢g es de nuevo un semiplano
anclado en el eje OZ que pasa por el punto, y que € = 6y es un cono, cuyo vértice coincide
en el origen y también pasa por nuestro punto. Por tanto, r = ro vy ¢ = ¢, intersectan
en un meridiano o circulo maximo de la esfera, y el correspondiente iy se debe escoger
tangente a dicho meridiano, en la direccién en la que 6 crece (ver Fig. 1.10). En cuanto a
la interseccion de la esfera r = 1y y el cono 6 = 6, ésta tiene lugar sobre un paralelo de la
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esfera, y el vector i, serd por tanto tangente a él, y dirigido en la direccién de crecimiento
de ¢ (ver Fig. 1.10). Finalmente, el vector u, ha de ser tangente a la interseccién entre el
cono y el semiplano, que no es sino la generatriz del cono que pasa por el punto P, por lo
que 1, esta dirigido en la direccién radial (ver Fig. 1.10).

Obtener las relaciones que conectan a estos vectores con la base cartesiana es un buen
ejercicio de visién espacial. El resultado es:

—

i, = cos¢ sind 7 + sing sinf j + cosd k
iy = —sing i 4 cos¢ | (1.60)
ily = cos¢ cosh i + sing cosd ;‘— sind k
Y la relacion inversa viene dada por:
i = cos¢ sinf U, — sing i, + cos cose Uy
j = sing sinf @, + cos¢ Ug + cost sing iy (1.61)
k = cosf) U, — sinf

1.10.1. Descripcién del movimiento tridimensional en esféricas

Una vez sabemos las relaciones entre coordenas y vectores, podemos obtener la expre-
sién del radio vector en esféricas:

7 =r sinf cos¢ [cos¢ sinf i, — sing u, + cosh cos¢ Up| +
+r sinf sing [sing sind @, + cos¢ Uy + cosf sing iy + (1.62)
+r cosf [cosh U, — sinb iy| = rii,,

usando para ello las identidades sin®0 4 cos?d = sin®¢ + cos?¢ = 1.

Pasemos ahora a calcular la expresion de la velocidad en esféricas. Nétese que TODOS
los vectores de la base asociada a las coordenadas esféricas dependen ahora del punto. Por
ello, habra que derivar todos los vectores respecto al tiempo siempre que sea necesario.
En concreto, en el caso de la velocidad necesitaremos la derivada de u,, que viene dada
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por (usando Eq. 1.60):

di,
dt

= [—¢ sing sinf + 6 cos¢ 0059} i+ [(b cos¢ sinf + 0 sing cos@] j — 0 sind k=

= ¢ sinf [—singb i+ cos¢ j] +6 [cosgb cosfi + sing cosé’f — sinf k}

= ¢ sinf @iy + Oy,

(1.63)

Usando este resultado, es facil ver que el vector velocidad en esféricas viene dado por:
— df . Ur . N — 7. —

v:%:rur—l—ra:rur+7’9ue+r¢sm9u¢. (1.64)

La interpretacion es de nuevo facil si utilizamos el concepto de tipo de movimiento
fundamental. Primero, para que sélo permanezca el primer término de la velocidad, es
necesario hacer 6 = ¢ = 0. Este movimiento corresponde a un desplazamiento en la
direccién radial, aunque nétese que la direcciéon radial en esféricas es diferente de la
direccion radial en cilindricas.

Segundo, para que solo quede el segundo término de la velocidad, hacemos 7 = ¢ = 0.
Esto corresponde a moverse sobre un meridiano, ya que solo # cambia. Notese que el
radio de este movimiento circular es r.

Finalmente, para que sélo quede la tercera componente de la velocidad hay que hacer
7 = 6 = 0, lo que corresponde a moverse sobre un paralelo, ya que sélo ¢ cambia.
Este es de nuevo un movimiento circular, pero de radio r sinf y en el plano horizontal.

De nuevo, cuando se expresa el movimiento en esféricas, vemos que puede escribirse
como combinacién de tres movimientos, uno rectilineo y dos circulares, uno segin un pa-
ralelo y otro segin un meridiano. ;Cuando deberemos utilizar estas coordenadas? Cuando
el movimiento sea tal que una o varias de estas componentes se anule. Por ejemplo, si el
movil se desplaza sobre la superficie de una esfera, de modo que la componente rectilinea
desaparece si se describe el movimiento en esféricas. Asi, el problema tridimensional se
reduce a bidimensional.

El calculo de la aceleracion en esféricas es algebraicamente mas comprometido, ya que
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tendremos que derivar también los vectores iy y ty:
— d,l_}) e — -,L_[”" A = N — .1‘_["9 . — . —
d=—= 7T U +7 — +70 Uy + 10 Uy + 10 — + 7¢sind Uy + r¢sing iy+
dt dt dt
(1.65)

Ug

+rdbcosd Uy + r¢ sind o

Para calcular las derivadas de los vectores de la base usaremos la Eq. 1.60 de forma
totalmente analoga al caso de u,, que ya calculamos antes. Tras un poco de algebra se
llega a que:

diiy PP ,
- = —¢ sinf U, — ¢ cosh iy, (1.66)
v, .
% = —0 @, + ¢ cosf . (1.67)

Y sustituyendo todas estas ecuaciones en la expresion de la aceleracion se obtiene que:

Q= [7' —rf” — T<25251n29] U, + [27’9 +rf — T(b2SiHQCOS€ Up~+
(1.68)
+ [27'"¢ﬁsin0 + 2T9¢COS€ + rcﬁsinﬁ] Ugp,

que nos da la expresion final de la aceleracién en esféricas. La interpretacion del significado
de cada uno de los términos es ahora un poco mas liosa, pero la haremos viendo que
términos sobreviven para cada uno de los tipos fundamentales de movimiento que vimos
antes. En el caso del primero, el desplazamiento en la direccion radial requiere que
0 = ¢ = 0. Por lo tanto el tnico que queda es #, que representa la aceleracién en la
direccion radial.

Cuando nos movemos segun el segundo tipo de movimiento, el movimiento circular
a lo largo de un meridiano, tenemos que ¥ = 7 = ¢ = 0. Los tinicos términos no nulos
en la Eq. 1.68 son —r02@, y ri,. El primero corresponde a la aceleracién centripeta de
este movimiento circular (recordar que el radio de un meridiano es r) y el segundo, a la
aceleracion angular.

En el caso del tercer movimiento fundamental, el movimiento circular a lo largo
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de un meridiano, tenemos que 7 = = # = 0. Los términos que no se anulan son:

—[(rsind) @] - sind .,

—[(rsinf) @] - cosb iy, (1.69)

(rsinf) ¢ .

Para interpretarlos, hay que recordar que el radio de un paralelo es rsinf. Por eso, los
dos primeros términos corresponden a la aceleracion centripeta asociada al giro alrededor
del paralelo, y el tercero a la aceleracion angular de dicho movimiento. El motivo de que
la aceleracion centripeta aparezca en dos trozos es que, como sabemos, tiene que estar
dirigida hacia el centro del paralelo. Pero esa direccién no coincide ni con , ni uy. Y por
ello, hay que proyectarla sobre esos dos vectores.

En cuanto al resto de términos, obsérvese que son siempre nulos para los tipos de mo-
vimiento fundamental. Por ello, son de naturaleza parecida a la aceleracion de Coriolis que
ya vimos en el caso cilindrico, y aparecen sélo en los movimientos que sean combinacion
de al menos dos movimientos fundamentales.

1.11. Componentes intrinsecas de la aceleracién

Hemos visto que en el caso del movimiento méas general, la expresion de la velocidad

y la aceleracién puede tornarse harto complicada. Sin embargo hay algo que nunca ha de

perderse de vista: el vector velocidad siempre es tangente a la trayectoria (ver

Fig. 1.3). Por ello, si cogemos un vector i, tangente a la trayectoria en cada punto, siempre
se puede escribir:

U = vily, (1.70)

donde v = |¢]. Ahora bien, derivando esta expresion se obtiene que:

dv  dv diiy

a=
Al primero de estos sumandos se le llama aceleracion tangente, d;, y es un vector
paralelo al vector velocidad, y que da cuenta de los cambios en el médulo de la velocidad.
Asi, por ejemplo, en cualquiera de los movimientos uniformes que definimos antes es igual
a cero.
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Figura 1.13: Aceleracién normal en el caso de movimiento circular.

El segundo sumando es lo que se llama aceleracion normal, @,,. U tilizando resultados
de geometria analitica que no vamos a ver aqui, es facil ver que se puede reescribir como:
dﬁt 'U2

ap =v—— = —1, 1.72
donde 77 se llama el vector normal, y p es lo que se llama radio de curvatura de la
trayectoria. Notese que el vector 77 es siempre perpendicular a ;.

La interpretacion geométrica de estas dos cantidades es especialmente sencilla en el
caso del movimiento plano. Imaginemos para ello, un movimiento puramente circular.
En ese caso, 7 no es mas que un vector unitario dirigido hacia el centro del circulo en
la direccién radial, mientras que p es igual al radio del circulo (ver Fig. 1.10.1). Es por
ello que se dice que, en el caso del movimiento circular, a, = v?>/R. En el caso de un
movimiento plano mas general, el simil es facil de visualizar. Basta con suponer que, las
cercanias del punto donde esta nuestro movil pueden aproximarse como parte de una
circunferencia de un cierto radio (ver Fig. 1.11). Dicho radio serfa el valor de p en ese
punto, y 7 seria el vector unitario que apunta el centro del circulo en la direccién radial.
Al moverse a otro punto de la trayectoria, habra que aproximar con una circunferencia
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Figura 1.14: Aceleracién normal en el caso de movimiento plano.

diferente, lo que hace que el radio de curvatura de la trayectoria sea una funcion del punto.

Como ultimo comentario, fijaros que la Eq. 1.71 implica que:

|d| = y/a? + a2. (1.73)
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Capitulo 2

DINAMICA

En el tema de Cinematica tratamos de desarrollar algunas técnicas que nos permitieran
describir el movimiento de una particula, y vimos como para ello era necesario introducir
los vectores velocidad y aceleracién. Sin embargo, ya entonces dijimos que no iba a hacer
falta introducir cantidades vectoriales adicionales para describir el ritmo de cambio de la
aceleracion. El motivo es que a partir de las leyes de Newton vamos a poder relacionar
las fuerzas que conocemos experimentalmente con la aceleracién a que se ve sometido un
cuerpo. De esta forma, la Dindmica, que es la parte que nos va a ensenar a identificar las
fuerzas y a encontrar la aceleracion que producen, completa el estudio del movimiento de
una particula.

2.1. Fuerzas. Generalidades.

Todo el mundo tiene una idea intuitiva de lo que es una fuerza. Se realiza una fuerza
cuando se empuja una mesa para moverla, o se tira de un carro para que se desplace
o cuando se levanta una caja del suelo. En Fisica, las fuerzas se utilizan para describir
la interaccion entre dos o mas cuerpos. De los ejemplos anteriores, es claro que la
fuerza es una magnitud vectorial, ya que no sélo es necesario especificar su magnitud
sino también su direccion y sentido. Por ello, se representa por un vector o un campo
vectorial.

Existen cuatro tipos de fuerzas fundamentales en la naturaleza:
1. Gravitatoria: que describe la interaccion entre cuerpos con masa;

2. Electromagnética, que describe la interaccién entre cuerpos con carga eléctrica;
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3. Débil, responsable de procesos de desintegracion espontdnea de ntucleos atéomicos;

4. Fuerte, responsable de mantener el nicleo atomico cohesionado, a pesar de la re-
pulsion electrostatica entre los protones positivos.

Todas las fuerzas que experimentamos en la naturaleza provienen de estas cuatro. Asi,
por ejemplo, tanto la fuerza normal como la fuerza de rozamiento, por poner dos casos
bien conocidos, son resultado de la interaccion electromagnética entre los dtomos que
forman los cuerpos que se ponen en contacto. Por ello, se les llama fuerzas de contacto.

2.2. Leyes de Newton y Principio de Superposicion

Las leyes que van a permitirnos relacionar las fuerzas con el cambio de movimiento
que causan en un cuerpo son conocidas con las leyes de Newton. En concreto, son tres:

1. Ley de la Inercia: El movimiento de un cuerpo sélo se ve alterado si actia sobre
¢l una fuerza. En caso contrario, el cuerpo mantiene su movimiento rectilineo y su
velocidad constante.

2. Si sobre el cuerpo actia una fuerza, aparecera sobre él una aceleracién con idénti-
ca direccion y sentido que ésta. La constante de proporcionalidad se llama masa
inercial:

F =ma, (2.1)
y mide la resistencia de un cuerpo a cambiar su estado de movimiento. Asi, un
cuerpo con mds masa, experimenta una aceleracién menor bajo la misma fuerza !.

3. Principio de accion y reaccién: Si un cuerpo hace una fuerza sobre un segun-
do, recibe a su vez de éste una segunda fuerza idéntica a la primera en moédulo y
direccion, pero de sentido contrario:

F’2—>1 - _F’1—>2' (22)

'Fijaros que si suponemos que la fuerza es cero, se encuentra que @ = 0 y por tanto, que la velocidad
del cuerpo se mantiene constante. Es decir, la primera ley se recupera de la segunda bajo la hipétesis de
ausencia de fuerzas.
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2.3. Principio de Superposicion

Estas leyes se completan con el Principio de Superposicion. Este nos dice que si
sobre un cuerpo actian varias fuerzas, la aceleracion que adquiere el movil es idéntica a

la que causaria una unica fuerza, que se llama resultante, y que se obtiene de sumar
vectorialmente las fuerzas individuales:

N 2 N =
i=Ya=Y Tl 1y gL (23

— N — .
con F' =Y.' F; siendo la fuerza resultante.

/ Rozamiento

/ Normal Fuerza externa
N /

/ Resultante

—

Peso

Figura 2.1: Ejemplo de composicion de fuerzas. Fuerza externa, normal, peso y rozamiento
en un plano inclinado.
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2.4. Fuerza normal, fuerza de rozamiento y tension

Vamos a reservar un espacio aparte para estos tres tipos de fuerzas, ya que compar-
ten una peculiaridad caracteristica: sus valores no son conocidos de antemano, sino que
dependen del problema en cuestion. Veamos por qué:

2.4.1. Fuerza normal

La fuerza normal es una fuerza que aparece cuando dos cuerpos se ponen en contacto
y que evita que se atraviesen el uno al otro. Un ejemplo tipico es el de un cuerpo que
se encuentra sobre el plano inclinado mostrado en la Fig. 2.3. En ese caso, la normal
sera igual en magnitud pero de sentido contrario a la componente total de las fuerzas
aplicadas dirigida segin la normal a la superficie del plano:

N = —max {(mgcosf — Fsina),0} @y, (2.4)

siendo y el vector unitario perpendicular a la superficie del plano (y que apunta hacia
fuera de éste). Es decir, la normal se encarga de cancelar cualquier fuerza que tenga como
resultado el que el cuerpo intente penetrar dentro del plano. Por ello, no se sabe lo que vale
de antemano (es un error suponer que siempre N = mg cos @), sino que hay que calcular
dicha fuerza resultante para poder saber lo que vale la normal. Nétese también que si
F'sina > mgcosf, entonces no hay normal, ya que el cuerpo saldria despedido hacia
arriba y dejaria de estar en contacto con el plano.

Por supuesto, la dureza de la sustancia que forma el plano inclinado limita el valor
maximo que puede tomar la normal. En caso de que la fuerza resultante superase este
valor, el cuerpo atraviesaria la superficie del plano!

2.4.2. Fuerza de rozamiento

La fuerza de rozamiento es similar a la normal ya que aparece debido a que dos
cuerpos se ponen en contacto, pero trata sin embargo de evitar que los dos cuerpos se
muevan uno respecto del otro. Igual que en el caso de la normal, la fuerza de rozamiento
no se conoce de antemano, sino que ha de calcularse usando:

Fr = —min {uN, F,} ,, (2.5)

donde 1, es el vector unitario paralelo a la superficie del plano, u es el llamado coficiente
de forzamiento del plano, y F), es la componente total de las fuerzas aplicadas dirigidas
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segun la direccién paralela al plano. En el caso del plano inclinado de la Fig. 2.3, el médulo
de la fuerza de rozamiento sera:

Fr =min{pu(mgcosf — Fsina), F cosa + mgsinf} . (2.6)

Lo que quiere decir la Ec. 2.5 es que la fuerza de rozamiento no tiene porqué ser
siempre ,u]\7 . Ese valor es su valor maximo. Si la fuerza resultante que intenta poner al
cuerpo en movimiento es mayor que dicho valor maximo, entonces Fr = uN. Pero sino,
la fuerza de rozamiento toma un valor igual, pero de signo opuesto, a la fuerza resultante
y el cuerpo no se mueve.

T T T T e e e e s
e

T

a>0

mg

Figura 2.2: Célculo de la tension de la cuerda que soporta un ascensor en movimiento.
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2.4.3. Tensién

La tdltima fuerza de este tipo es la tensién que aparece en una cuerda. De nuevo, el
valor que tiene la tensién en una cuerda no es fijo de antemano, sino que es igual y de
sentido contrario a la fuerza resultante aplicada en la direccion de la cuerda. Por supuesto,
también hay una valor maximo de la tension por encima de la cual, la cuerda se rompe.

Asi, por ejemplo, en la Fig. 2.4.2, la ecuacién de movimiento del ascensor viene dada
por:
ma =T —mg, (2.7)

por lo que la tensién es igual a:
T(a) =m(a+ g). (2.8)

De esta forma, ndtese que la tensién es mayor que el peso si a > 0 (el ascensor sube),
es menor que el peso si a < 0 y sélo iguala al peso cuando el ascensor esta parado
(a = 0). {Esta es la razén que los ascensores se rompen cuando suben, y no cuando bajan!
Ciertamente, si la tension maxima que aguanta la cuerda es T}y, la aceleracién maxima a
la que puede subir el ascensor seréa:

T

— . 2.9
Qg " g ( )

2.5. Campo de fuerzas

En muchas situaciones de interés la fuerza no esta aplicada sobre un sélo punto, como
sucede por ejemplo cuando tiramos de un cuerpo atado a una cuerda (ver Fig. 2.3). Es
comun encontrar casos en los que, al moverse por el espacio, el movil va sintiendo una
fuerza que varia con la posicion en la que se encuentra el cuerpo. Un ejemplo sencillo de
esta situacion es cuando un planeta se mueve en una regién del espacio donde existen
otras masas que lo atraen gravitatoriamente.

La herramienta matematica que se usa para describir este tipo de interacciones es el
campo de fuerzas. Por campo se entiende una funcién arbitraria del espacio, f(7) =
f(z,y,2), que asigna un valor diferente en cada punto. Si el cardcter de la magnitud
asignada es un vector, el campo se dice vectorial. En nuestro caso tendremos:

F(F) = (Folx,y. 2), Fy (@, 2), F.(,y,2)) (2.10)

que asigna un vector fuerza a cada punto del espacio. Un ejemplo muy comun de campo
de fuerzas es el campo gravitatorio, F(7) = mg, donde m es la masa del cuerpo y g es la
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aceleracion de la gravedad. Nétese que, en este caso, se asigna el mismo vector en cada
punto del espacio, ya que se trata de un campo de fuerzas constante.

2.6. Enmergia cinética

Se define la energia cinética de un cuerpo de masa m que se mueva con velocidad v

COIMo:

1 2
By = Smi- 5= mTU (2.11)

Por tanto, la energia cinética es una funcion positiva y creciente del médulo de la
velocidad. Puesto que las leyes de Newton nos aseguran que un cuerpo Unicamente
puede cambiar su vector velocidad bajo la accién de una fuerza, es necesaria la presencia
de una fuerza para que la energia cinética cambie?. Sin embargo, es importante notar
que no toda fuerza provoca un cambio de energia cinética, ya que ésta es solo funcion
del modulo de la velocidad, no de su direccion. Por ejemplo, en el caso del movimiento
circular, existe una fuerza que modifica la direccién del vector velocidad continuamente
para que el cuerpo se mantenga sobre la trayectoria circular. El médulo de la velocidad
permanece en cambio constante, con lo que la energia cinética es siempre la misma.

2.7. Concepto de trabajo

El significado fisico de la magnitud llamada trabajo realizado por una fuerza
o campo de fuerzas es igual el cambio en la energia cinética experimentado por una
particula que se mueve bajo la accién de dicha fuerza o campo de fuerzas. Por lo tanto,
el trabajo realizado cuando una particula se desplaza del punto A al punto B es igual,
si es positivo, al aumento de la energia cinética de la particula (por ejemplo, cuando se
deja caer una piedra en el campo gravitatorio terrestre), y si es negativo, es igual a la
energfa cinética que pierde la particula, y que hace que esta disminuya su velocidad (por
ejemplo, si la piedra se tira hacia arriba). Si el trabajo realizado es nulo, implica que no
existe cambio alguno de energia cinética (como en el caso del movimiento circular antes
mencionado).

El célculo matematico de este trabajo es sin embargo algo mas complicado. Se hace

2Suponiendo, claro estd, que no estd perdiendo masal
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mediante la expresién (que usualmente se usa como definicién formal del mismo):

B
WAB:/ F-dr (2.12)
A

que nos da el trabajo realizado por el campo de fuerzas F (7) cuando la masa m se desplaza
desde el punto A al B (ver Fig. 2.7 para un ejemplo). ;Y por qué la Eq. 2.12 equivale al
cambio en la energia cinética del cuerpo al moverse entre los puntos A y B,

AEAB — % (03 —v%)? (2.13)

Pues porque usando la segunda ley de Newton, F = mdv /dt, podemos reescribir la
Eq. 2.12 como:

B B
Wag :/ dr = dv dr—m/ dv -

—m/ dvv—m/ ( > 2(02_%)

eEJEMPLO: Movimiento paralelo a la fuerza: Movimiento rectilineo

(2.14)

Supongamos una granada de 10kgr que se deja caer verticalmente desde una altura de
30m bajo la accion de la gravedad. ;Cudl es el trabajo que realiza la gravedad (o lo que es
lo mismo, cuanta energia cinética gana la granada al caer en el campo gravitatorio) desde
el punto en que se deja caer hasta que cae al suelo?

Puesto que la fuerza que actia es el peso, F = :mgj, y la trayectoria que sigue
la granada es paralela al eje de las Y, tenemos que dr = dyj. Por lo tanto, usando la
Eq. 2.12:

y=0 . . y=0
W = / (—mgy) - dyj = —mg/ dy = —mg(0 — 30) = 3000.J. (2.15)
=30 y=30

St calculamos el incremento de energia cinética directamente, sabiendo que la velocidad
inicial en y = 30 es nula, y que la velocidad final en y = 0 es v*(y = 0) = 2 x g x 30
(usando la siguiente férmula vdlida para un movimiento uniformemente acelarado v? —

v2 = 2as, con a es la aceleracion, s el espacio recorrido, y v y v, la velocidad final e
inicial, respectivamente), tenemos que:
30
AFE, = ?2 x 10 % 30 — 0 = 3000/, (2.16)
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confirmdndose de nuevo el significado fisico del trabajo.

Es importarse darse cuenta que si, en lugar de dejarla caer desde 30m de altura, la
lanzamos hacia arriba con velocidad inicial v = \/@m/s, la granada no se parard hasta
alcanzar los 30m (es el problema inverso al anterior). En ese caso, el campo gravitatorio
reduce la energia cinética de la particula, ya que:

AE,=0-— %600 = —3000J, (2.17)

que también se obtiene usando la definicion del trabajo, sin mads que darse cuenta que viene
dado por la ecuacion Eq. 2.15 con los limites de integracion intercambiados (recordad que
el signo de la integral cambia al intercambiar sus limites de integracion,).

eEJEMPLO: Movimiento perpendicular a la fuerza: Movimiento circular

Consideremos la Luna, rotando alrededor de la tierra a una distancia dry. s Cudl es el
trabajo realizado por la atraccion gravitatoria terrestre sobre la luna suponiendo la orbita
de la primera alrededor de la sequnda perfectamente circular?

Puesto que la fuerza que actua es la gravedad:

(2.18)

donde 1, es el vector radial unitario en cada punto del espacio con direccion dada por la
recta que une dicho punto al centro de la Tierra y sentido alejandose de éste. La trayectoria
de la Luna es una circunferencia de radio dry centrada en el centro de la Tierra, y por
lo tanto, dr L ﬁg en todos los puntos de su trayectoria. Por lo tanto,

W_fﬁdhm, (2.19)

que coincide con el incremento de energia cinética de la Luna en su movimiento rotatorio
alrededor de la Tierra, puesto que la velocidad de ésta se mantiene (muy aprozimadamen-
te) constante (jsi no, la luna llena no reapareceria siempre cada 28 dias!).

eEJEMPLO: Calculo explicito de la integral de trabajo

Consideremos un cuerpo que se desplaza en el plano XY del punto A = (0,0) al punto
B = (1,2) siguiendo las dos trajectorias mostradas en la Fig. 2.7. Decir por cudl de las
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dos trajectorias el trabajo es menor si el cuerpo se mueve en un campo de fuerzas definido

poT:

-

F(x,y) = 22%yi + (x> + 1) (2.20)

3 X

Figura 2.3: Calculo explicito del trabajo.

La manera de resolver este problema es calcular explicitamente el valor del trabajo
calculando:

B
WAQB:/ F(7) - dr. (2.21)
A

¢ Cdmo se hace esta integral?

s Camino .- En dicho camino, el vector desplazamiento dr tiene forma distinta en
el trozo que va del punto A al C que en el que va de C al B. Ciertamente, de A a
C tenemos que:

dr =dx i (2.22)
ya que la componente y de todos los puntos del camino es siempre la
misma e tgual a cero. Sin embargo, de C' a B, tenemos que:

dr = dz j, (2.23)
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ya que entonces es la coordenada v de todos los puntos del camino la que
permanece stempre igual a uno.

Por ello, es mas ventajoso escribir la integral del trabajo como:

Tc YB 1 2
WX;B:/ del‘—i—/ Fydy:/ 2x2yd:c—|—/ (zy? + 1)dy, (2.24)

TA yc 0 0

donde hemos separado la integral en los dos trozos (de A a C' y de C' a B), hemos
operado el producto escalar de F con dr teniendo en cuenta el valor de dr en cada
trozo, y hemos puesto los limites de la integral correspondientes a cada trozo (en x,
para la parte que va de A a C, y en y para la parte que va de C a B).

Ahora, nos resta resolver las dos integrales que aparecen en la Fc. 2.2/4. El inico
problema es que, por ejemplo en la primera, aparece la y dentro de la integral reali-
zada sobre x. ;Como se integra esto? Pues ddndose cuenta que para todos los puntos
del tramo que va de A a C la y es constante e y = 0. Para la sequnda integral,
que se realiza sobre y entre C' y B, la v es también constante e igual a 1. Por
ello, resulta que:

2 3 2
8 14
WXI_,B:/O(l-waLl)dy:%%—y =—+2:?. (2.25)

» Camino ;.-

En el caso del camino v, la v y la y de los puntos del camino varian
conjuntamente, ya que siempre ha de cumplirse que y = 2x. Por ello, si la x
cambia en dx, la y tiene que cambiar también si queremos sequir sobre la recta
y = 2x. ;En cuanto tiene que cambiar la y? Pues muy fdcil. Basta con diferenciar

la ecuacion de la recta:
y=2xr = dy=2dx. (2.26)

Por lo tanto, al desplazarse de A a B sobre la recta y = 2x, el vector desplazamiento

tiene la forma: .
dr=dx 1+ dy j =dx i+ 2dx j. (2.27)

Podemos ahora calcular la integral del trabajo usando esta expresion para el vector
desplazamiento al calcular el producto escalar con la fuerza:

To 1
Wi p= / (Fydx + 2F,dx) = / (22%y + 2(zy? + 1))dw. (2.28)

T A 0
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De nuevo tenemos el problema de tener una integral en x donde aparece la y. Ahora,
no sucede como antes cuando la y era constante y era suficiente con sustituir el
valor, ya que la y cambia ahora a medida que cambia la x. Pero, afortunadamente,
sabemos que y(x) = 2z sobre el camino, asi que es suficiente con sustituir y por 2x
para hacer la integral:

WP g= /1<2$2(2I) +2(z(2z)* + 1))dx =

1
= /0 (122° + 2)dz = 3z* + 2:5}(1) = 5. (2.29)

2.8. Fuerzas conservativas

Existe una clase particular de campos de fuerzas, entre las que se engloban las fuerzas
eléctricas, que se caracterizan porque el trabajo realizado sélo depende del punto inicial
y final de la trayectoria por la que se desplace el cuerpo sobre el que se ejerce la misma.
Es decir, la velocidad del cuerpo en el punto final es la misma, independientemente de la
trayectoria que se haya seguido para llegar a él, siempre que se parta del mismo punto
inicial y con la misma velocidad inicial. Por lo tanto, el trabajo realizado por el campo
de fuerzas cuando una particula describe una trayectoria cerrada (es decir, en la que el
punto inicial y final coinciden) sera cero, ya que entonces Ei' = EP por ser A = B. Estas
fuerzas (o campos de fuerzas) se llaman conservativas.

Es importante notar que no todas las fuerzas son conservativas. Por ejemplo, una rueda
no llega con la misma velocidad a un punto que diste 15m del punto de lanzamiento si, por
ejemplo, se hace que ruede hasta alli, o si se lanza por el aire siguiendo una trayectoria
parabdlica, aunque el médulo de la velocidad inicial sea la misma en ambos casos. El
rozamiento entre la rueda y el suelo hace que la velocidad con que llega en el primer caso
sea mucho menor. Ciertamente, las fuerzas de rozamiento son uno de los ejemplos méds
tipicos de fuerzas no conservativas.

2.9. Energia potencial

., Como se sabe si un campo de fuerzas, F (7) es conservativo o no? Asegurarse de que
el trabajo al mover una masa entre dos puntos sélo depende de éstos, y no del camino
que se sigue es irrealizable en la practica, puesto que hay infinitas elecciones para los
puntos inicial y final, y también para los caminos que los unen. Ha de recurrirse a las
mateméticas. Estas nos aseguran que:
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A) F(7) es conservativo si y solo si, existe un campo escalar U(7), que se lla-
mara energia potencial y que verifica que:

— VU7 (2.30)

Al operador V se le llama gradiente, y es un operador que actia sobre un campo escalar
(en este caso, U(r)), para dar un campo vectorial (aqui, F'(7))3.

;Por qué el hecho de poder expresar F (7) como el gradiente de un campo escalar U (7)
garantiza que el campo de fuerzas es conservativo? Pues porque entonces:

B B rou oU oU 2
W—/A F-dr——/A (%dx+a—ydy+%dz) _—/A dU =U(A)-U(B). (2.31)

y por tanto, tenemos que el trabajo realizado solo depende de los puntos inicial y final.

.Y como se haya la energia potencial? Bueno, pues es facil de escribir, pero en gene-
ral, dificil de calcular. La idea basica es que el gradiente no es méas que una derivada
tridimensional. Y su inversa, no es mas que una integral tridimensional:

U(7) — U(iy) = — /ﬁ dr, (2.32)

donde el punto inicial 7 es totalmente arbitrario. El motivo es que a la funcién energia
potencial U(7) se le puede sumar una constante arbitraria, U, sin que cambie el
campo de fuerzas F (r) que se obtiene al calcular el gradiente de U. ; Por qué? Pues porque
el gradiente es una derivada (bueno, tres!), y la derivada de una constante es siempre cero.
Ese es el motivo por el que uno puede escoger el origen de energia potencial (es
decir, el punto donde cogemos U = 0) arbitrariamente. Basta con restar a la funcion
U(r) el valor de ésta en el punto, 7y donde queramos que el potencial valga cero. Es decir,
hacer U, = —U(rp). (ver el ejemplo al final de esta seccién para un ejemplo de ésto.)

B) Existe un criterio matemdtico para determinar si un campo de fuerzas es con-
servativo o no, sin necesidad de encontrar una funcion energia potencial U(7). Esto es
importante ya que, como hemos dicho, no es sencillo calcular la energia potencial in-
tegrando la fuerza. Por eso, es bueno saber de antemano si merece la pena realizar el

3Veremos mucho més sobre el operador gradiente al hablar del campo eléctrico al final del cuatrimestre,
y del magnético en Fisica II.
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esfuerzo. Para ello, basta con formar el siguiente determinante:

—

i gk

o o9 o OF, OF,\- (0F, OF.\- (0F, OF) -

g 92 2 i’ - 9y _ 2.
or oy 02 <8y m)”(az 8:c)j+<8x a;,)k (2:33)
F, F, F

Si el vector resultante de resolver este determinante es nulo, el campo F' es conservativo.
Si no, no lo es*.

eEJEMPLO: ;Es el campo F(z,y,z) = (322 — y,2z — 2, 4/y* + z) conservativo?

Para ello, formamos el determinante:

i i k

0 0 0 - - -

< 2 el =(—8y?—2)i+(0—-1)j+ (=32 = (1) k#0

22 D )i 007 (- ()R
3v2 —y 2z—2 4/y*+x

(2.35)

luego no es un campo conservativo.

2.10. Conservacién de la Energia

En el caso de un campo de fuerzas conservativa, sabemos que existe una funcién
escalar, la energia potencial U, que permite expresar el trabajo realizado por el campo

4Este determinante no es més que la definicién del operador rotacional, que es otro operador
diferencial similar al gradiente, pero que actia sobre un campo vectorial para dar otro campo vectorial:

- —

i ]k
= | o 9 9o | (O0F., O0F,\-, 6 (OF., OF.,\- (0F, OF,\ >
Vb= or Oy 0z _<8y az)H—(az 89:) +<8x 8y>k' (2:34)
F, F, F,

De nuevo, volveremos a hablar largo y tendido sobre este operador cuando veamos el campo eléctrico al
final del cuatrimestre, y del magnético en Fisica II.
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de fuerzas al mover una particula entre los puntos A y B como:
B — —
W= / Fedi = U(A) - U(B). (2.36)
A

Pero también sabemos que el trabajo realizado sobre una particula que se mueve entre
dos puntos es igual al cambio en la energia cinética sufrido por la particula:

B
W = / F-dr = Ex(B) — Ex(A). (2.37)
A
Igualando ambas expresiones tenemos que:

Ei(B) — Ex(A) = U(A) - U(B) (2.38)

y pasando a izquierda y derecha todo lo que depende del punto inicial A o del final B¢
se obtiene el principio de conservacién de la energia mecanica:

Ew(A) + U(A) = Ey(B) + U(B) (2.39)

A la suma de energia potencial y energia cinética en cada punto se le conoce como
energia mecanica, y en un campo conservativo se cumple siempre que la energia
mecanica de una particula es constante.

eEJEMPLO: Caida libre en un campo gravitatorio

Volviendo al ejemplo anterior de la granada de 10kgr que se deja caer verticalmente
desde 30m bajo la accion de la gravedad, podemos calcular el trabajo realizado por la
gravedad teniendo en cuenta que la energia potencial gravitatoria viene dada por U = mgy,
ya que si hacemos su gradiente para obtener la fuerza gravitatoria tenemos que:

F (_a_U’ _a_U _a_U) = (0,—mg,0) = —mgj. (2.40)

Y fijarse que podemos escoger el origen y = 0 donde queramos, ya que el potencial da lugar
a la misma fuerza si se le suma una constante. Luego si quisieramos que el potencial fuera
cero en y = 3, basta con restarle a la funcion anterior el valor de U en y = 3, y usar
como nuevo potencial: U' = U — m * g * 3. Si se calcula el F producido por U', veremos
que es el mismo de antes.
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Por lo tanto, el trabajo realizado por el campo gravitatorio serd igual al valor de la
energia potencial en y = 30 m menos el valor en y = 0m:

W = mgyas — mgyp = 30 * 10 x 30 — 30 % 10 * 0 = 3000.J (2.41)

que coincide con los valores obtenidos anteriormente.
La aplicacién mas 1til del principio de conservacién de la energia es, por ejemplo, el
calculo de la velocidad con la que llega la granada al suelo, ya que:

2
E(A) + U(A) = By(B) + U(B) = 0+ mgya = % 10 = vp = /2% g *ya = V600,

(2.42)
que coincide con el valor obtenido anteriormente usando las ecuaciones del movimiento
uniformemente acelerado que sigue la granada en su caida.

2.11. Principio de superposicion para la energia po-
tencial

De todos es sabido que, si existen simultaneamente varios campos de fuerzas, F;(r)
con ¢t =1,...., N, la fuerza total que recibe una particula situada en el punto 7 es igual a
la suma vectorial de todas las fuerzas existentes en dicho punto:

F() = Z Fi(r) (2.43)

Ahora bien. Si dichas fuerzas son conservativas, existirain N funciones energia poten-
cial, U;(7), coni =1, ...... N, que verificaran que cada fuerza se escriba como gradiente de
ellas: Fi(7) = —VU;(7).

Por lo tanto, se cumplird que la fuerza total que recibe la particula en el punto 7
verifica que:

N

F(R) = Y Fi(i) = =) VU(i) = =V

i=1

N

Z Ui(7)

i=1

— —VU(7). (2.44)

Por tanto, se puede hablar de que la energia potencial también verifica el principio de
superposicién, de manera que la energia potencial total en un punto (de la que se calcula
la fuerza total haciendo el gradiente) es igual a la suma de las distintas energias potenciales
individuales que estén definidas en dicho punto, independientemente del tipo de fuerza al
que estén asociadas (por ejemplo, ya sea la gravedad o una fuerza eléctrica).
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2.12. Almacenamiento de energia: caso del campo
gravitatorio

Supongamos que queremos subir una enorme piedra, inicialmente en reposo, por una
pendiente, hasta un llano situado en lo més alto de la misma (ver Fig. 2.4). Para hacerlo,
tenemos que aplicar una fuerza externa, F , que venza la oposicion de la fuerza de la
gravedad y del rozamiento. Fijaros que la energia potencial de la piedra ha aumentado en

el proceso:
AU =mg(hpg — ha) > 0. (2.45)

y que dicha energia ha sido suministrada por la fuerza externa.

Almacenamiento de energia
potencial a expensas del trabajo
realizado por la fuerza F.

\ Conversion de la
N energia potencial
\ almacenada en energia
N cinética.

hh

Figura 2.4: Almacenamiento de energia en el campo gravitatorio.

Sin embargo, esta energia .?lmacenada.®™ la piedra en forma de energia potencial, puede
recuperarse” facilmente (por recuperarse, entendemos convertirse a otro tipo de energia,
como pueda ser energia cinética). Si ahora, con un breve empujén, ponemos la piedra
en el comienzo de la pendiente, ésta caerd hacia abajo, y volvera a la altura h,, donde

tendrd una velocidad:
VA = \/ 2g(hB — hA) > 0, (246)

como se obtiene trivialmente de aplicar el teorema de la conservacién de la energia mecani-
ca. Fijaros que la energia potencial de la piedra ha disminuido en el proceso:

AU =mg(ha — hp) <0, (2.47)
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habiendose convertido AU en energia cinética, sin que haya sido necesaria para ello la
contribucion de fuerza externa alguna.

Figura 2.5: Almacenamiento de energia en el campo gravitatorio.

Lo anterior no es sino un ejemplo de una situaciéon comtin a cualquier campo con-
servativo: es necesaria la participacién de una fuerza externa para mover una particula,
inicialmente en reposo, hacia posiciones con mayor energia potencial. Sin embargo, las
particulas se mueven espontaneamente hacia lugares de menor energia potencial,
a menos que exista una fuerza que las retenga. En el ejemplo anterior, la fuerza normal
del suelo es la que sostiene a la piedra en las posiciones A 6 B, a pesar de que existan

posiciones con menor potencial gravitatorio (todas las h < ha, como se puede ver en la
Fig. 2.5).
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Capitulo 3
EL OSCILADOR ARMONICO

Uno de los movimientos mas simples e importantes observados en la naturaleza es el
movimiento oscilatorio. Una particula oscila cuando se mueve periodicamente alrededor
de una posicion de equilibrio. Ejemplos de este tipo de movimiento son: 1) las vibraciones
de los atomos que forman un sélido alrededor de sus posiciones de equilibrio en la red
cristalina, 2) el movimiento de un péndulo y 3) los movimientos de los electrones de una
antena radiante o receptora.

3.1. El oscilador armoénico simple

El mas sencillo de los movimientos oscilatorios es el que se conoce como movimiento
armonico simple. Este es el que ejecuta, por ejemplo, una particula de masa m que
esté unida a un resorte eldstico de constante k (ver Fig. 3.1). La fuerza recuperadora
que actua sobre la masa viene dada por la Ley de Hooke, que establece que la fuerza
es proporcional al estiramiento del resorte 0, en otras palabras, a lo que éste se separe de
su posicién de equilibrio:

F=—-K(z — ). (3.1)

De esta forma, si * > ., la fuerza es negativa, y tiende a reducir la posicién de la masa,
dada por z, para que recupere su posiciéon de equilibrio. Si < z., la fuerza es positiva,
y tiende a empujar la masa hacia valores de x mas grandes, de modo que se acerque a su
posicion de equilibrio.

La ecuacién de movimiento de la masa se obtiene de aplicar la segunda ley de Newton:

mi = —K(x — x,), (3.2)

o8
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T+ (%) r = (%) Teq. (3.3)

La solucién de esta ecuacién (y algunas variantes de la misma), que nos proporcio-
nara la posicion de la masa x como funcion del tiempo, y la interpretacion del resultado
es lo que va a ocuparnos el resto del tema.

o lo que es lo mismo,

X

m

Figura 3.1: El oscilador arménico. La fuerza elastica con la que el resorte actua sobre
la masa es proporcional al estiramiento del muelle, F' = —K(x — x,).

////////////////////////////////,/j
A

j

3.2. Solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo grado

Se llama ecuacion diferencial ordinaria de orden n a cualquier ecuacién del tipo:

n m—1

a ¥ e TV oty = b, (34)
donde las {a;, j =1,---n} son constantes y b(t) una funcién arbitraria de t. El nombre
de ecuacion diferencial se debe a que la Ec. 3.4 relaciona derivadas de distinto orden
de la funcién y(t) respecto de t. Se dice que es ordinaria porque no aparecen derivadas
parciales. Se llama orden de la ecuacion al valor de n: es decir, al grado de la derivada
mas alta. Ademas, si b(t) = 0 se dice que la ecuacién es homogénea. Si b(t) # 0, se llama
inhomogénea.

Por ejemplo, la ecuaciéon de movimiento del oscilador arménico (Eq. 3.3), es una ecua~
cién diferencial ordinaria (no hay derivadas parciales), inhomogénea (ya que se tiene
que b(t) = (K/m)z., # 0), de segundo orden (la derivada més alta, es una segunda
derivada), con as(t) =1, a1(t) =0y ao(t) = K/m.

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



60

3.2.1. Solucion de la ecuacion homogénea de segundo orden
En lo que resta de esta seccion describiremos un método general para resolver la

ecuacién Eq. 3.4 cuando n =2y b(t) = 0:

d? d
agd—t‘g + ald—i + agy(t) = 0. (3.5)

No demostraremos porqué proporciona la solucién que se sigue de aplicar este metodo

es la correcta. Que realmente es asi puede verse sin mas que sustituir la solucién obtenida
en la ecuacién Eq. 3.5 y viendo que la cumple.

El método consiste de los siguientes pasos:
1. Construccién de la ecuacién caracteristica:
agp® + a1p +ag = 0, (3.6)

donde sustituimos la derivada de orden n por p”, donde p es una variable descono-
cida.

2. Determinacion de las raices caracteristicas:

—ay £ \/a? — 4dagas

P+ = ; (3.7)

2&2

que son las soluciones de la ecuacion caracteristica.
3. Finalmente, dependiendo de como sean las raices obtenidas, hay tres casos diferentes:

a) pyy p_ son reales y distintas. Entonces, la solucién de la ecuacién diferencial
es:
y(t) = 01€p+~t + Ogepf't, (38)

donde C y C5 son dos constantes arbitrarias, sobre las que diremos mas luego.

b) pr = p_ = p son reales e iguales. Entonces, la solucién de la ecuacion

diferencial es:
y(t) = Crel” + Cyte?”. (3.9)

¢c) p+ = p+ ¢ son complejas y conjugadas'. Entonces, la solucién de la
ecuacién diferencial es:

y(t) = e’ (Cy cos(qt) + Cysin(qt)) = e’ (A cos(gt + ¢)). (3.10)

1i = y/=1 es la unidad imaginaria.
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En este caso, es facil ver que las dos ultimas soluciones son equivalentes. Para
ello, las constantes arbitrarias C y C5 tendran que cumplir una cierta relacién
con A (que se llama la amplitud) y ¢ (la fase). Para ver cual, basta con usar
que:

cos(a +b) = cosacosb —sinasinb, (3.11)

de forma que desarrollando:
Acos(qt + ¢) = Acos ¢ cos(qt) — Asin ¢ sin(qt), (3.12)

e igualando con la suma de coseno y seno que incluye a C y Cs, se obtiene que
estan relacionadas mediante:

Acos¢p =Cy — Asing = Cy, (3.13)
o, despejando trivialmente, mediante la relacion inversa:

A?=C+C3,  tang = —C,/Cs. (3.14)

4. Falta, por supuesto, ver qué son C; y C5 o, si usamos amplitud y fase, A y ¢.
Estas no son sino dos constantes de integracion, similares a las que surgian
cuando integrabamos las ecuaciones del movimiento en el capitulo 2. Y, al igual que
entonces, se encuentra su valor a partir de las condiciones iniciales del problema,
como veremos a lo largo de este capitulo.

3.2.2. Solucién de la ecuacion inhomogénea de segundo orden
Vamos a ver ahora como se resuelve la ecuacion inhomogénea,

&2 d
agd—;’ + ald—? +agy(t) = b(t). (3.15)

Pues es muy sencillo de resolver, ya que es posible demostrar que:

y(t) = yhomog(t) + ypart(t)> (316)

donde Yhomog(t) s la solucién de la ecuacién homgénea que ya resolvimos en el apartado
anterior (a través del polinomio y raices caracteristicas), mientras que ypa(t) es cualquier
solucion particular de la Ec. 3.15. Es decir, cualquier funcién que se nos ocurra que, al
sustituir en Ec. 3.15, la satisfaga. De nuevo, la parte homogénea de la solucién depen-
derd de dos constantes de integracién (Cy y Cy, 6 Ay ¢), que habran de determinarse a
partir de las condiciones iniciales del problema.
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3.3. Solucién de la ecuacion del oscilador armonico

Estamos, por tanto, en disposicion de resolver la ecuacion de movimiento del oscilador
armoénico (Ec. 3.3), que repetimos aqui:

i+ (%) e (g) ey (3.17)

Procedemos siguiendo el método que hemos delineado antes. Primero, escribimos el
polinomio caracteristico de la ecuacion homogénea:

K
P+ (—) =0, (3.18)
m
que tiene por raices:

m

K ( K).
pr=Ey\/ —— == — | i (3.19)

Es decir, se obtienen dos raices complejas y conjugadas, por lo que la solucién ho-
mogénea viene dada por (ver Ec. 3.10, con p =0y g = /K/m):

Thomog () = A cos (\/g t+ (b) , (3.20)

donde A y ¢ son dos constantes a determinar. A esta solucién necesitamos sumarle la
solucién particular. Esta se encuentra por prueba y error. En el caso que b(t) es una
constante, lo mas facil es buscar alguna solucion constante que verifique la ecuacion. En
este caso es muy facil ver que Tp.(t) = z, es una posible solucién particular. Por lo
tanto, la solucion final del oscilador armonico sera:

z(t) = xeq + Acos (\/g t+ gb) . (3.21)

Es ahora buen momento para recapacitar un poco sobre lo que significa esta solucion.
Recordad primero que la ecuacion de movimiento del oscilador arménico describe el movi-
miento de una masa m unida a un resorte de constante K (ver Fig. 3.1). La solucién que
hemos encontrado nos dice que la masa va a oscilar alrededor de la posicion de equilibrio
T = Tt €l segundo término en la Ec. 3.21 varia periédicamente entre +A y —A, por
lo que la posicién de la masa variard periédicamente enter x., + A y 2., — A. Es por esto
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que a A se le llama la amplitud del movimento, ya que nos dice cuanto sera el mdximo
alejamiento del cuerpo respecto de la posicion de equilibrio. Por otro lado, la frecuencia

de la oscilacidn serd igual a w = /K/m. Y el periodo, T'= 27 /w = 2my/m/K.

.,Como se determinan las constantes arbitrarias A y ¢7 A partir de las condiciones
iniciales. Supongamos que, inicialmente para t = 0, la masa se sitia en x(0) = xg, y que
se abandona alli con velocidad inicial v(0) = vy. Entonces, para que la Ec. 3.21 describa
el movimiento adecuadamente, tendrd que pasar primero que:

zog = x(0) = Teqg + Acos (o) . (3.22)

Luego, teniendo en cuenta que la velocidad de la masa vendra dada en cada instante de
tiempo por la derivada de la Ec. 3.21:

i(t) = —A\/gsin (\/g t+ ¢) : (3.23)

tendra que pasar también que:

vo = ©(0) = —A\/gsin (9). (3.24)

Combinando ahora las Ecs. 3.22 y 3.24, se tiene que:

K
A= \/(xo — T2+ mv3/K, ¢=—tan"! <M> : (3.25)
To — Teg
que dependen unicamente de las condiciones iniciales.
3.4. Energia potencial armoénica
Un aspecto muy importante de la fuerza elastica Fyy = —K(z — x,,) es que se trata

de una fuerza conservativa. Para ver que esto es asi, escribamosla primero en forma
vectorial:

Foy = —K(z — 20) 1. (3.26)
Es trivial comprobar que el rotacional de esta fuerza es nulo:
i ik
V x Fy = 9 L ) (3.27)
ox dy 0z
—K(x—x) 0 0

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



64

Por ello, ha de derivar de una energia potencial eldstica U (z), que vendra dada

por:
x

T x 2
Ua(x) = —/ F,dx = K/ (x — xeg)dx = K {x— — xeqx} . (3.28)

0 2 o
Puesto que el origen de energia potencial es arbitrario, es conveniente escogerlo de
forma que zp = z.4. En ese caso, la energia potencial elastica toma la forma:

2 T 2 1‘2 K
Ua(z) = K {% — :ceq:c] =K {% — Teg + gq} = 5(96 — Teg)?. (3.29)
U(x)
E
F F
| | | X
\ T \
Xeq—A Xeq Xed'A

Figura 3.2: Energia potencial elastica.

Si hacemos un grafico de la funcion potencial respecto de la coordenada x se obtiene
la Fig. 3.4. Fijaros que la energia potencial eldstica es entonces minima cuando z = .,
mientras que es maxima para el punto mas alejado del equilibrio que la masa alcanza
durante la oscilacion (recordad Ec. 3.25), Tymax = ¢, = A, donde:

1
Unax = 5KA?. (3.30)
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Puesto que, como vimos en el Capitulo 2, los cuerpos en un campo conservativo se
mueven espontaneamente hacia aquella posicién donde la energia potencial es minima,
el oscilador siente siempre una fuerza dirigida hacia x.,. Sin embargo, puesto que el
principio de conservacién de la energia nos dice que en todo momento se cumple que:

- L.

E= 5 (t) + §Kx (t) = constante, (3.31)
al disminuir la energia potencial cerca del minimo aumenta la energia cinética del cuerpo.
Por ello, no puede permanecer en el minimo de energia potencial (alli su velocidad es
méxima), sino que se pasa, pasando a sentir entonces una fuerza de signo contrario que
vuelve a dirigirlo hacia el minimo de potencial. Por eso, el cuerpo oscila alrededor de dicha
posicién.

3.5. El oscilador armoénico amortiguado

Una de las variaciones mas importantes del oscilador arménico es el caso del oscilador
armoénico amortiguado. Se diferencia del oscilador arménico standard (dado por la Ec. 3.3),
en que ademas de la fuerza del resorte existe también una fuerza de rozamiento que
es proporcional a la velocidad. Este seria el caso, por ejemplo, si la masa conectada al
resorte de la Fig. 3.1 estuviera moviéndose en un medio viscoso. Ejemplos de este tipo de
movimiento son el movimiento en el aire o en un fluido (como sucede, por ejemplo, con
un émbolo en un pistén de un motor de un coche). La ecuaciéon de movimiento de la masa
pasaria a ser ahora: La ecuacion de movimiento de la masa es, en este caso:

mi = —bt — K(x — 2.), (3.32)

donde b es el coeficiente de rozamiento (dindmico, en este caso) o lo que es lo mismo,

T+ ﬁ@ + (5> T = (%) Teq. (3.33)

m m

3.5.1. Solucion de la ecuacion del oscilador armonico amorti-
guado

Procedemos de nuevo siguiendo el método que hemos delineado antes. Primero, escri-
bimos el polinomio caracteristico de la ecuaciéon homogénea:

b K
m m
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que tiene por raices:

b 1 [(b\? 4K
_ 4= — ) - = =~ 4+ 2 2. 3.35
pe= 5o E o ( ) v EA? W (3.35)
donde hemos definido 4% = (b/2m)? y wi = K/m por conveniencia. En particular, ndtese

que wy corresponde a la frecuencia del oscilador armadnico sin amortiguar.

Claramente, ahora vamos a poder distinguir tres casos, dependiendo de lo que valgan
wp and 7:

1. wi > ~* caso infraamortiguado.

O EXP(-0.5%Tine)x( COS(2=pixTime)) < EXP({-8.5xTime)

Time

Figura 3.3: Caso infraamortiguado.

En este caso, las dos raices son complejas y conjugadas:

pr = —y Fiy/wi — 2 (3.36)
Por lo tanto, la soluciéon de la ecuacién homogénea sera dada por la Ec. 3.10, con

p=r~and ¢ = Jwi — %
Thomog (t) = Ae™ " cos (\/wg — 2 t+ gb> ) (3.37)
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Y de nuevo, es facil darse cuenta que, como solucion particular, nos basta con
Tpart = Teq, de forma que el movimiento del oscilador en este caso viene dado por:

z(t) = xeq + Ae™ " cos (\/wg -2 t+ qb) . (3.38)

Fijaros que esta solucién puede interpretarse como una oscilacion de frecuencia
w = y/wi — 7?2 alrededor de la posicién de equilibrio = x.,, pero que tiene una
amplitud que decae exponencialmente con el tiempo (ver Fig. 1):

A(t) = Aexp(—nt). (3.39)

O EXP(-0.5%Time)+2=EXP(—1.2=Tine)

Time

Figura 3.4: Caso sobreamortiguado.

2. wi <% caso sobreamortiguado.

En este caso, las dos raices son reales y diferentes:

pr = —7 /7 — Wi, (3.40)

por lo que la solucion de la homogénea viene dada por la Ec. 3.8:

Thomog (1) = [Ole‘“‘vﬁ‘”@ by Chem OtV el 1] (3.41)
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Puesto que la solucién constante x = x., sigue siendo una buena solucién particular,
el movimiento del oscilador sera en este caso:

B(t) = weq + [Cre” OV Ly Cpe OV 1 (3.42)
con C7 y Cy determinados por las condiciones iniciales.

.Y como es en este caso el comportamiento del oscilador? Bueno, pues fijaros que lo
que tenemos es que la posicion del oscilador es la suma de su posicién de equilibrio
méas una funcién que decae exponencialmente con el tiempo?. Con lo que tenemos
que, una vez que se separa al oscilador de su posicion de equilibrio, este trata de
llegar de nuevo a él sin oscilar (ver Fig. 1).

3. w? = +* amortiguamiento critico.

as 25 bs 65 8s 105
O EXP(-Time)+Time*EXP{-Time)

Time

... H

Figura 3.5: Caso con amortiguamiento critico.

En este caso, las raices son reales pero idénticas:

P+=p=-7, (3.43)
por lo que la soluciéon homogénea viene dada por la Ec. 3.9:
xhomog@) - (Cl + CZt) ei’y t~ (344)

2En realidad, tenemos la suma de dos exponenciales que decaen, pero una lo hace muché més deprisa
que la otra, con lo que si se espera lo suficiente queda solo aquella que tenga el exponente mas pequenio:

—(v = V72— }).
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De nuevo, combinandola con la soluciéon particular tenemos que la posicion del
oscilador sera:
2(t) = xeq + (C1 + Cot) e 7 1, (3.45)

con (' y Cy determinados por las condiciones iniciales.

Fijaros que en este caso volvemos a encontrar que el oscilador, una vez que se separa
de su posicién de equilibrio, vuelve a ella sin oscilar. Pero en este caso, la expo-
nencial es Unica y mas rapida que la soluciéon mas lenta del caso sobreamortiguado,
por lo que el oscilador tarda menos tiempo en volver a su posicién de equilibrio (ver
Fig. 3).

Y os preguntareis, /y a quién le importa si un oscilador es critico, sobreamortiguado o
inframortiguado? Bueno, pues a mucha gente. Por ejemplo, imaginad que quereis construir
una balanza de precisién mediante un resorte elastico. En ese caso os interesard que la
constante K del muelle se elija de forma que el amortiguamiento sea lo mas cercano al
critico cuando le pongais una masa encima. De ese modo, se consigue que la balanza
oscile muy poco y que la medida sea muy precisa y rapida. Por otro lado, imaginad que
quereis construir un martillo neumatico. En ese caso, os interesara construirlo de modo
que el embolo percutor se encuentre lo mas infraamortiguado posible, ya que entonces
oscilara mas veces alrededor de su posicién de equilibrio y, por tanto, golpeard méas veces.

3.6. El oscilador armonico forzado

Otra variacion interesante del oscilador arménico es lo que se llama oscilador forza-
do. Se trata de un oscilador amortiguado normal sobre el que, ademas, se aplica una
fuerza externa periddica:

mi = —bt — K(x — x¢q) + Fo cos(wyt), (3.46)

donde b sigue el coeficiente de rozamiento (dindmico y donde la fuerza periddica (con
frecuencia wy) viene dada por F(t) = Fjcos(wyt). Igual que hicimos anteriormente, rees-
cribirimos la ecuacién de movimiento como:

i+ 2v8 + Wit = WiTeq + Fo cos(wyt), (3.47)

donde hemos usado las definiciones de v = b/(2m) y wy = v/ K/m que introdujimos en la
seccion anterior, y hemos definido ]30 = Fy/m.

Primero, vamos a ver como es la solucion que describe el movimiento del oscilador en
este caso usando los métodos que ya hemos introducido y usado antes. Luego, veremos
porqué es importante este caso concreto.
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3.6.1. Solucién de la ecuacion del oscilador armodnico forzado

La manera de resolver la Ec. 3.47 es resolver primero la ecuaciéon homogénea y luego
sumarle una solucién particular. Ahora bien. Fijaros que la ecuacién homogénea corres-
pondiente al oscilador forzado es la misma que la que seguia el oscilador amortiguado
que resolvimos en la seccién anterior. Por lo tanto, nos basta con encontrar una solucion
particular de la Ec. 3.47 y sumarsela a alguna de las tres soluciones que vimos entonces,
segun se trate de un oscilador infra-, sobre- ¢ criticamente amortiguado.

Por lo tanto, vamos a concentrarnos sélo en la solucién particular que nos hace falta.
En este caso no nos vale el truco de buscar una solucion constante, ya que en este caso
b(t) = wirey + Fycos(wy) no lo es. La manera de buscarla serd por prueba y error. Lo
que haremos es suponer que dicha solucién tiene una determinada forma general, que
depende de algin(os) pardmetro(s) desconocido(s), y ajustaremos ese (o esos) para que
se verifique la Ec. 3.47. La mejor forma para probar la dicta sélo la experiencia. Y por
ello, probaremos con:

Tpart(t) = B + C'sin(wyst + ¢'), (3.48)
ya que es de esperar que, bajo una fuerza periddica, el oscilador se mueva oscilando
periédicamente con la misma frecuencia que la fuerza. Los parametros a ajustar para que
se cumpla la Ec. 3.47 son, entonces, B, C'y ¢'.

Para encontrarlos, sustituimos la expresién dada por la Ec. 3.48 en la Ec. 3.47 e
imponemos que se cumpla. Para ello, necesitamos conocer la primera y segunda derivada
de la solucién particular que hemos propuesto:

Tpart (t) = Cwy cos(wyt + ¢'),
Epart (t) = —Cw} sin(wyt + ¢'). (3.49)
Introduciendo ahora estas expresiones en la Ec. 3.47:
—Cwisin(wst + ¢') + 29Cuwy cos(wst + ¢') + wy| B + Csin(wst + ¢')] =
= WiTey + Fy cos(wyt). (3.50)

Ahora, sacamos factor comin separadamente a los senos y los cosenos, desarrollandolos
previamente usando:

sin(a £ b) = sinacosb £ cosasinb, cos(a+ b) = cosacosb F sinasinb, (3.51)

con lo que obtenemos:
[—C(w]% —wp)sing’ + 2yCwy cos ¢ — 1/7\0} cos(wyt) +
+ [-C(w} — w}) cos ¢’ + 2Cywy sin ¢'] sin(wyt) = wi(zeg — B). (3.52)
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Y ya podemos ir eligiendo valores de los parametros. El més facil es B = z.,, de forma
que se anula la parte de la derecha de la igualdad:

[—C’(w? —wp)sing’ + 2yCwy cos ¢ — ﬁo} cos(wyt) +
+ [~C(w} — wf) cos ¢ + 2Cywy sin ¢'] sin(wyt) = 0. (3.53)

Y ahora, tenemos que elegir C'y ¢ para que se anule también la parte de la izquierda.
Tras un poco de algebra, tediosa pero facil, se llega a que hemos de elegir:
2 2 -
W — w E
tan ¢’ = %, C= 0 : (3.54)
Wi \/(wj% — wh)? + 4y}

que completan la solucién particular (recordar Ec. 3.48):

Fo/m
V(@ — W) + 423

Tpart () = Teq + sin(w;t + ¢'). (3.55)

Sumando a esta la solucién de la homogénea correspondiente (segiin se trate de un
caso infra-, sobre- o criticamente amortiguado), la solucién final que nos da la posicién
del oscilador en funcion del tiempo:

F()/m
V@ = h) + 4]

T(t) = Teg + Thomog(t) + sin(wgt + ¢'). (3.56)

Analicemos ahora este resultado. Lo primero que es importante darse cuenta es que la
solucién particular que hemos encontrado (Ec. 3.55) corresponde a una oscilacién cuya
amplitud no decrece con el tiempo. Por contra, todas las soluciones homogéneas que
encontramos para el oscilador forzado si tenfan una amplitud que decaia exponencialmente
con el tiempo. Por ello, si esperamos un tiempo suficientemete largo?, al final todo lo que
quedara sera la solucién particular, que gobernara desde entonces el movimiento del
oscilador forzado. Es por ello que a la soluciéon homogénea se le suele llamar transitorio
del movimiento, mientras que a la particular se le llama estacionario del movimiento
forzado.

3Este tiempo es del orden de 7 = ™!, ya que los coeficientes de las exponenciales que obtuvimos eran
todos del orden de ~.
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3.6.2. Resonancia en amplitud y resonancia en energia

Fijémonos ahora més atentamente en el estacionario que hemos encontrado (Ec. 3.55).
Corresponde a una oscilacion que tiene la misma frecuencia que la fuerza externa, y cuya
amplitud viene dada por:

Fy
V(@? —wB)? + 4702

C(Wf) = (357)

A esta funcidn se le llama curva de resonancia. Fijaros que dicha amplitud depende,
para un amortiguador dado (que tiene, por tanto, valores prefijados de K, b y m y, por
tanto, de v y wy), de cual sea la frecuencia de forzado wy.

Resonancia en amplitud

En el caso que el rozamiento dindmico sea muy pequeno, el denominador va a ser muy
cercano a cero si se escoge una frecuencia de forzado wy ~ wy. A este proceso fisico se le
llama resonancia en amplitud. Lo que sucede es que, si la frecuencia de forzado es muy
cercana a la frecuencia caracteristica del oscilador (wp), la amplitud de las oscilaciones
puede hacerse muy grande. Tan grande, que puede representar muchas veces un peligro
en muchas aplicaciones préacticas®.

Para encontrar la condicién exacta de resonancia en amplitud, basta con encontrar
cual es la frecuencia de forzado wy para la que la amplitud alcanza un maximo. Para ello,
derivamos C'(wy) con respecto a wy y buscamos sus ceros. Luego, miramos en cual de esos
ceros, la segunda derivada de C'(wy) respecto a wy es negativa. El resultado de hacer esto
es que la condicién de resonancia en amplitudes se alcanza para:

wr = 1/wd — 292, (3.58)

que es muy cercana a wy si el rozamiento (i.e., ) es pequeno, como decfamos antes.

Resonancia en energia

4Por ejemplo, imaginad un tren. Al estar en marcha, las ruedas van a girar con una determinada
frecuencia que dependera de la velocidad del tren. Suponed ahora que las ruedas tienen una pequena
imperfeccion, de forma que se siente un pequeno golpe cuando la imperfecciéon toca con el rail. Dicho
martilleo periodico actia como una fuerza peridédica sobre el sistema de traccién del tren. Si alguna de las
frecuencias caracteristicas de los materiales o los mecanismos de los que estd hecho el tren esta cercana
a dicha frecuencia de martilleo, las oscilaciones del sistema de traccién pueden aumentar en amplitud y
ocasionar que el tren descarrile!
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Para algunas aplicaciones concretas, lo importante no es conocer cual es la frecuencia
de forzado wy que hace maxima la amplitud del oscilador, sino para que frecuencia de
forzado se hace méxima la velocidad con la que se produce la oscilacién®. A esta situacién
se le llama resonancia en energia.

Fijaros que la velocidad del oscilador, una vez domina su movimiento el estacionario,
no es mas que:

E(t) = Epars(t) = wpC(wy) cos(wyst + ¢'). (3.59)

Por lo tanto, para conocer la frecuencia de forzado a la que se consigue resonancia en
energfas, basta con calcular el maximo de la funciéon D(wy) = wyC(wy) con respecto a
wy. Haciendo lo mismo que hicimos antes en el caso de la resoncia en amplitudes, se llega
facilmente a que para que halla resonancia en energia es necesario escoger la frecuencia
de forzado como:

wf = wp. (3.60)

Fijaros que si el amortiguamiento es pequeno (i.e., v ~ 0), comparando Ec. 3.58 y 3.60
se tiene que se alcanza resonancia de energia y de amplitud a (casi) la misma frecuencia.

3.7. Oscilaciones pequenas

Concluimos este tema discutiendo brevemente una aplicacién muy importante del
movimiento armoénico simple: la descripcion de pequenas oscilaciones alrededor de
un punto de equilibrio.

Como hemos visto anteriormente, el oscilador armoénico se genera siempre que actia
sobre un cuerpo una fuerza eldstica F' = —K(z — x.,). Es decir, una fuerza que es
proporcional a la distancia a su posicién de equilibrio. En términos de energia po-
tencial, hemos visto que esto corresponde a moverse en una energia potencial del tipo:
U(z) = K(z — xeg)*/2: una pardbola centrada en la posicion de equilibrio (recordar la
Fig. 3.4).

En la practica, las fuerzas a las que estan sometidas los cuerpos no son proporcionales a
sus desplazamientos de la posicion de equilibrio, ni las energnias potenciales son parabolas
centradas en la posicién de equilibrio. Sin embargo, si el movimiento del cuerpo es tal que

5Por ejemplo, si estamos construyendo un martillo neumaético nos interesard que esté golpee el suelo
con la mayor velocidad posible, para que asi se transfiera energia mas eficientemente y el efecto destructor
sea mayor.
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no le aleja mucho de la posicion de equilibrio, es posible aproximar dicho movimiento por
un movimiento armdnico simple (ver Fig. 3.7). A eso se le llaman pequenas oscilaciones.

Wiz

—— Harmanie

Soltgning

/ \

Figura 3.6: Aproximacién mediante un movimiento armoénico simple de un potencial no-
armonico cerca de su posicién de equilibrio.

*

Mateméticamente eso se hace desarrollando en serie de Taylor® la funcién potencial
en torno a su punto de equilibrio y quedandose solo hasta segundo orden:

U(x) =~ U(xg) + = —| - (z—20)% (3.62)

Fijaros que no aparece entonces ningtin término en la primera derivada, ya que en el punto
de equilibrio la energia potencial es minima y, por tanto, su primera derivada vale cero.
Comparando ahora con la expresion de la energia potencial eldstica, ,

Uni(z) = %K(w ), (3.63)

y obviando la constante U(xg) esta claro que el cuerpo, al ejecutar pequenas oscilaciones
respecto del minimo en zy se comporta como un oscilador arménico con constante elastica

6Este tipo de series se estudian en Célculo. Esencialmente, puede demostrarse que cualquier funcién
continua f(z) puede aproximarse cerca de un punto arbitrario zy como:

2
f(at)zf(a:o)-i-% -(m—xo)—&-%j—xé -(a:—xo)g—i-—'? (@ — @)+ (3.61)

Tr=xo ) =T

El error que se comete es mayor cuanto mas lejos este x de xg.
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equivalente”:
d*U
eq — (364)
de T=XT0
Por lo tanto, el cuerpo oscilara con frecuencia caracteristica:
wo = (3.65)

siempre que no se le aleje demasiado de su posicion de equilibrio.

"Recordad que el origen de potenciales es arbitrario, ya que sumarle o restarle una constante a la
energia potencial no cambia nadal
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Capitulo 4
OSCILACIONES Y ONDAS

En los temas anteriores hemos visto que un sistema estd en equilibrio (o en reposo)
cuando la fuerza total que actia sobre él es nula. Asi, por ejemplo, un péndulo esta en
equilibrio cuando esta situado en la direcciéon vertical, o un resorte esta en equilibrio
cuando su elongacién da lugar a una fuerza elastica que compensa el peso que esta colgado
de él (ver Fig. 1).

Ahora bien, cuando una fuerza externa desplaza (o perturba) al sistema fuera de su
posicién de equilibrio (por ejemplo, si separamos el péndulo de la vertical, o estiramos o
comprimimos el resorte), el sistema puede reaccionar de dos maneras. La perturbacién
puede ser tal que el movimiento que origine esté siempre localizada en una misma zona
del espacio (oscilacién), o puede propagarse de un lugar a otro (onda). Ejemplos de
oscilaciones son los que vimos en el tema sobre el oscilador armoénico: el péndulo, la masa
unida al resorte o los atomos que vibran alrededor de sus posiciones de equilibrio en una
red cristalina. Ejemplos de ondas son las olas que se propagan por la superficie del mar,
el sonido que se propaga por el aire, o la luz que se propaga por el (cuasi)-vacio que existe
entre la Tierra y el Sol.

En este tema vamos a estudiar en detalle ambos tipos de perturbaciones, tanto os-
cilaciones como ondas. Veremos que, ambos tipos de movimiento son soluciones de las
mismas ecuaciones de movimiento del sistema. Y que el obtener una u otra depende de
como sean las condiciones iniciales del movimiento.

4.1. Grados de Libertad

Se entiende por nimero de grados de libertad de un sistema al nimero minimo
de coordenadas independientes que es necesario utilizar para describirlo. Asi, por
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} Y
r=L§
§x
A\
6\
,,,,,, y ,,,

X

Figura 4.1: Sistemas con 1 grado de libertad.

ejemplo, en el caso del péndulo de la Figura 1 necesita de dos coordenadas cartesianas,
x e y, para especificar donde estd la masa. Sin embargo, el péndulo se mueve sobre
una circunferencia de radio igual a la longitud del péndulo. Por lo tanto, z e y no son
independientes, sino que L? = 22 +12. Por eso, el péndulo tiene un sélo grado de libertad.
Esto puede verse mas claramente si se utilizan para describir la posicién de la masa
coordenadas polares. Entonces, r = L, y basta con especificar ¢ para decir donde esta el
péndulo.

En la Figura 2 se muestran ejemplos de sistemas con dos y tres grados de libertad.
El sistema de los dos péndulos acoplados (izqda.) tiene dos grados de libertad aunque se
necesiten cuatro coordenadas cartesianas para decir donde estan las masas: z1 e y; para
la primera masa, y x5 e yo para el segundo. Sin embargo, estas cuatro coordenadas tienen
dos ligaduras, que las longitudes de los dos péndulos han de ser siempre L y Lo:

L, = 95% + yfa Ly = (z9— 5171)2 + (y2 — y1)2. (4.1)

Por eso, solo hay dos coordenadas independientes que pueden escogerse como se quiera.
En la figura, por ejemplo, se muestra como si se usan polares, es suficiente con escoger los
angulos 01 y 05 que forma cada péndulo con la vertical.

En cuanto al par de resortes de la derecha de la Fig. 2, el sistema tiene tres grados de
libertad si suponemos que el primer resorte solo puede oscilar en la vertical. Bastaria

(©) 2004 Ratl Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



78

Figura 4.2: Sistemas con 2 (izqda.) y 3(4) (dcha.) grados de libertad.

entonces con especificar z1, x5 e Yo 6, como se muestra en la figura, x, s y 6. ;Cuantos
grados de libertad tendra el sistema si permitimos también al primer resorte que se des-
plaze lateralmente? ;Que coordenadas podremos utilizar para describir el sistema en ese
caso?

4.2. Oscilaciones en sistemas con un grado de liber-
tad

Los sistemas con un grado de libertad son aquellos que tienen sélamente una parte
movil y cuya posicion pueda describirse por una unica coordenada. Ejemplos de ellos
son la mayoria de los que discutimos al hablar del movimiento arménico simple. Veamos
algunos ejemplos en detalle.
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4.2.1. El péndulo

El péndulo que se muestra en la Fig.1 tiene por ecuacion de movimiento:

d*0 )
mlﬁ = —mgsind, (4.2)
ya que la tnica fuerza en la direccién tangencial proviene del peso, que se convierte facil-
mente en la ecuacion del oscilador armoénico que vimos en el tema anterior si suponemos
pequenas oscilaciones (sinf ~ 0):

0 g
— +20=0. 4.3
T (4:3)
La solucion del movimiento es, por tanto:
0(t) = Acos(wot + ¢), (4.4)

donde la frecuencia propia del movimiento es wy = 1/¢g/l, y la amplitud A y la fase ¢ se
determinan por las condiciones iniciales del problema.

4.2.2. Oscilaciones longitudinales en un resorte

Sea el sistema de la Fig. 3. Supondremos que la longitud natural de los muelles es ag,
v que a es la longitud de los mismos cuando el sistema estd en equilibrio!. Tomaremos
como eje de las Z el eje horizontal, y como origen la pared que estd més a la izquierda.

Veamos cual seria la ecuacion de movimiento de la masa M. Para ello, consideramos
un desplazamiento virtual del sistema. Esto no es sino un desplazamiento arbitrario de
sus partes (en la Fig. 1, hemos elegido desplazar la masa hacia la derecha, hasta un valor
de z tal que 2a — z < ap). Consistente con él, calcularemos las fuerzas que aparecen, y
construiremos las ecuaciones de movimiento de la masa®. Ahora, las fuerzas que aparecen
sobre la masa son las que se muestran en la Fig. 3. El signo que hemos puesto entre
paréntesis nos dice si la fuerza apunta en la direccién positiva o negativa de las 2’s y, por
tanto, el signo con el que tiene que ir en la ecuacién de movimiento.

IFijaros que esto implica que existe una tensién en los muelles cuando el sistema estd en equilibrio,
igual a Ty = K(a — ag)

2Y tener en cuenta que el desplazamiento virtual es arbitrario. Uno puede suponer el que quiera y,
si es consistente a la hora de calcular las fuerzas, la ecuaciéon de movimiento que resulta es siempre la
misma.
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Figura 4.3: Oscilaciones longitudinales en un resorte.

En cuanto a los modulos de Fi y Fy, tendremos que el muelle de la izquierda dara lugar
a una fuerza con médulo proporcional a la elongacién del muelle respecto a su longitud

natural:
F1 = K(Z — Clo), (45)

Analogamente, el muelle que se ha comprimido dara lugar a una fuerza con médulo,
Fy = K(ap — 2a + 2), (4.6)

donde hemos escrito el desplazamiento para que salga positivo. Ahora, la ecuacién de
movimiento de la masa se escribira incluyendo las fuerzas con su signo correspondiente:

d2
d—tj:—K(z—ao)—K(ao—Za—i—z):—2K(z—a). (4.7)
o lo que es lo mismo:
2K 2Ka
P+ —2z = . 4.
T T M (48)
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Es decir, es la ecuacién de un oscilador armoénico que oscila con frecuencia propia
wo = /2K/M, pero con el miembro de la derecha diferente de cero. Recordad que esto
sucede por que la variable z no representa el desplazamiento de su posicion de equilibrio.
Como vimos en el tema anterior, es posible convertir la ecuacién en una idéntica a la del
oscilador armonico si cambiamos de variable:

z— 2 =z—a, (4.9)

ya que sabemos, por la figura, que la posicién de equilibrio es z = a. Para cambiar de
variable, basta con sustituir en la Eq. 4.8:

2=24a, =%, =%, (4.10)
para obtener que:
Z + 2KZ'-0 (4.11)
a7? =0 :

La solucién de esta ecuacion es, por tanto,
2 (t) = Acos(wot + @), (4.12)

donde A y ¢ se determinan de las condiciones iniciales. Y, para obtener z(t) usamos la
Eq. 4.10%:
2(t) = a + Acos(wot + ¢). (4.13)

4.2.3. Oscilaciones transversales en un resorte

Sea el sistema de la Fig. 4, que es idéntico al de la Fig.3 pero en el que vamos a
estudiar perturbaciones verticales y no horizontales. Suponiendo de nuevo que la longitud
natural de los muelles es ag, y que a es la longitud de los mismos cuando el sistema esta en
equilibrio (en la horizontal), veamos cuél seria la ecuacién de movimiento de la masa M.
Para ello, escojemos el eje x como el vertical, de modo que x = 0 corresponda a la posicion
de equilibrio.

Suponemos ahora el desplazamiento virtual que se muestra en la figura. En este caso,
las fuerzas ejercidas por el resorte van a ser iguales (por ser los dos muelles iguales) y con
modulo igual a:

F=K(L—-ay)=KHWVz?+a®— ap). (4.14)

3NOTA: Fijaros que también podriamos haber resuelto este problema ddndonos cuenta que los dos
muelles de la figura equivalen a un tnico muelle con constante 2K, ya que estan concectados en serie!
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Figura 4.4: Oscilaciones transversales en un resorte.

Ahora bien, las componentes y de ambas fuerzas son iguales y de sentido contrario, por lo
que el inico movimiento que existe es en la direccién x. La ecuacion de movimiento serd,

por tanto:
T

donde hemos usado Eq. 4.14 y el hecho de que el seno es cateto opuesto (x) entre hipo-

Mi=-2-F-sinf = -2 K(Va?+a? —ap) - (4.15)

tenusa (L).
Rearreglando Eq. 4.15 un poco, llegamos a que:
2K agp
i+ — |l————)x=0. 4.16
M ( Va2 + a2) (4.16)

Esta ecuacion no es la del oscilador arménico, ya que el prefactor del segundo término
de la parte izquierda de la ecuacion no es una constante. Podemos usar entonces la aproxi-
macion de pequenas oscilaciones alrededor de la posicion de equilibro: x << a. Entonces,
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tenemos que L? = a? + 2® = a?(1 + (z/a)?) ~ a®. Por tanto, la Eq. 4.16 se queda en:

. 2K agp
(1= _) =0, 4.1
Vi ( —) 0 (4.17)

con lo que el sistema oscila con frecuencia wy ~ /2K /M (1 — ag/a)**.

4.3. Oscilaciones en sistemas con dos grados de liber-
tad

Como dijimos en la Sec. 4.1, un sistema con dos grados de libertad es aquel que puede
describirse totalmente por dos coordenadas independientes cualesquiera. Por ejemplo, el
péndulo doble mostrado en la Fig. 2 (izqda.). { Cudl serd en este caso el tipo de movimiento
equivalente a las oscilaciones que acabamos de ver en el caso de sistemas con un sélo grado
de libertad? Y mas importante... ;porqué nos preocupa eso? La razén fisica es la mas
sencilla de razonar. En el caso de los sistemas con un grado de libertad vimos que, si
se aplica al sistema una fuerza armonica externa con frecuencia similar a la frecuencia
propia de oscilacién del sistema, el sistema puede entrar en resonancia. Es decir, la fuerza
es capaz de transmitir energia al sistema de manera muy eficiente. Y vimos también que
las aplicaciones précticas de las resonancias son realmente importantes [por ejemplo, el
microondas|. ;Existen resonancias en sistemas de mds de un grado de libertad?

La respuesta es que si, ya que los sistemas con mas de un grado de libertad también
tienen frecuencias propias, para las cuales todas las partes del sistema pueden oscilar
simultaneamente en fase. Como veremos, el niimero de frecuencias propias distintas
del sistema es igual al niimero de grados de libertad del sistema. Y al movimiento
(oscilatorio) del sistema que tiene lugar con esas frecuencias se le conoce como modo
normal °.

4Es interesante escribir la frecuencia de oscilacién en el caso transversal recordando que la tensién que
habia en los muelles en la posicién de equilibrio era Ty = K(a — ap). De esta forma se obtiene:

wo = 1] 222 (4.18)
alM
que depende, por tanto, de la tensién. Es bueno tener este resultado a mano para cuando veamos las
vibraciones en la cuerda, al final del tema.
SFijaros que, si se aplica ahora una fuerza externa arménica cuya frecuencia coincida con cualquiera
de estas frecuencias propias, tendremos resonancia y podremos comunicar energia al sistema de manera
muy eficiente!
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Para entender mejor como se calculan y qué significan estos modos normales y las
frecuencias propias asociadas, lo mejor es mirar varios ejemplos concretos. Comenzaremos
con las versiones de dos grados de libertad de los dos sistemas que acabamos de estudiar:

4.3.1. Osciladores longitudinales acoplados

Vamos a construir las ecuaciones de movimiento de las dos masas de la Fig. 5. Fijaros
que es un sistema de dos grados de libertad, ya que su posicién viene determinada por las
coordenadas z; Y 2s.

Figura 4.5: Oscilaciones en un sistema de dos osciladores longitudinales.

Fijaros también que las distancias de equilibrio entre las masas es siempre a, mientras
que las longitudes naturales de cada muelle son ay. Calculemos las fuerzas. Para ello,
supongamos el siguiente desplazamiento virtual: que la primera masa se pone en zq, y la
segunda en 2o, y supondremos también que z; > ag y que 2o — 21 > ag v que 3a — 2o < ag.

Los sentidos de las fuerzas que aparecen se muestran en la Fig. 5. El modulo de la
fuerza que el muelle que esta mas a la izquierda hace sobre la primera masa sera:

F1 = K(Zl — CL()), (419)
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La segunda fuerza sobre la primera masa la hace el muelle de enmedio. Su mddulo

sera igual a:
Fg = K(ZQ — Z1 — a,()), (420)

ya que 2o — 21 es la longitud del muelle intermedio, y a¢ su longitud natural.
La ecuacién de movimiento de la primera masa es, incluyendo el signo correcto de

cada fuerza:
M,.Z'lz—K(Zl—a0)+K(ZQ—Zl—CLQ>:K22—2K21. (421)

En cuanto a la segunda masa, la fuerza que hace sobre ella el muelle de enmedio es
igual en médulo que la que hace sobre la primera masa. En cuanto a la fuerza que hace
el tercer muelle, serd igual en médulo a:

F2 = K(CZO — (3@ — 22)) (422)
Por lo tanto, la ecuacién para la segunda masa queda:
Mzy=—K(zg— 21 —ag) + K(3a — 29 — ap) = Kz — 2Kz + 3Ka. (4.23)

Es decir, las ecuaciones de movimiento del sistema vienen dadas por:

(4.24)

Mél &S K252 —2K2’1
Még = KZl —2Kz2—|—K3a

que son el equivalente a la Eq. 4.8, pero para el caso de dos grados de libertad.

. Que hacemos con ésto? Bueno, pensemos en lo que haciamos en el caso de un grado
de libertad para obtener la ecuacion del oscilador armoénico: tuvimos que cambiar de
variable, y usar z’ que representaba el desplazamiento respecto a la posicién de equilibrio.
En nuestro problema, las posiciones de equilibrio son 2{? = a y 257 = 2a. Definiremos, por
tanto, dos nuevas variables:

2=z1—a, zy=2z —2a, (4.25)

de modo que z] y 2 dan el desplazamiento de cada masa de su posicion de equilibrio.
Si escribimos las Eq. 4.24 en términos de estas variables, (recordar, haciendo los cambios
2 =21+a, 2 =21y 2 = Z], y para la segunda,zy = 2} + 2a, 2o = 2, y Zo = Z):

A r /
{ Mz = Kz, — 2Kz (4.26)

Mz = Kz] — 2K 2}

y que son las ecuaciones equivalentes a la Eq. 4.8 del caso con un solo grado de libertad.
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Ya estamos en disposicion de encontrar los modos normales del sistema. Como dijimos
en la introduccién, estos modos corresponden a movimientos en los que todas las partes
del sistema vibran simultaneamente en fase. Esto, matematicamente, quiere decir que los
movimientos vienen representados por funciones de la forma:

21 (t) = Ajcos(wt + @), z5(t) = Agcos(wt + ), (4.27)

para la misma frecuencia w y la misma fase ¢. Como veremos, solo hay dos posibles
valores de w para los que esto es posible, y al movimiento dado por Eq. 4.27 para cada
una de estas dos frecuencias se le llama modo normal del sistema.

Para ver que solo hay dos, basta con sustituir la Eq. 4.27 en las ecuaciones de movi-
miento (Eq. 4.26), y ver cuales son los posibles valores de w que las hacen compatibles.
Para ello, calculamos:

7 = —Ajwicos(wt + @), 2 = —Ayw?cos(wt + ¢), (4.28)

y lo metemos todo en la Eq. 4.26:

—M A w?cos(wt + @) = K Aycos(wt + ¢) — 2K Ajcos(wt + ¢) (4.29)
—M Ayw?cos(wt + @) = K Ajcos(wt + ¢) — 2K Ascos(wt + ¢) '
Fijaros que podemos quitar los cosenos, y reagrupar para obtener que:
—KA1+(2K—ML02)A2:0 .

Fijaros que este es un sistema lineal, de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Si las ecuaciones
son independientes, la solucién es unica. Y como A; = Ay = 0 es solucién, seria la tnica
y no habria movimiento alguno. Para que esto no suceda, y exista una solucién con
amplitudes no nulas, las dos ecuaciones han de ser linealmente dependientes. Para ello, el
determinante de los coeficientes tiene que ser nulo:

‘ (2K — Mw?) —K

~K (2K — Mw?) ' =0 (4:31)

que, desarrollandolo, es una ecuacion de segundo grado para la frecuencia w:

(2K — Mw*)(2K — Mw?) — K* =0, (4.32)

| K [3K
w1 = M V Wwo = ﬁ (433)

(©) 2004 Ratl Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.

que tiene dos soluciones:



87

Figura 4.6: Modos normales en un sistema de dos osciladores longitudinales acoplados.
Arriba: primer modo normal; Abajo: segundo modo normal.

Estas son, por tanto, las tnicas dos frecuencias para las que es posible encontrar un
movimiento oscilatorio de las partes del sistema (modos normales).

w1 v ws son las frecuencias caracteristicas del sistema de dos grados de libertad.
. Pero como se mueven las masas en cada caso? Para el caso w = w; = /K /M, podemos
encontrar ahora la relacién entre A; y A, de cualquiera de las dos ecuaciones que aparecen

en Eq. 4.30:

A K K
41 _ —1. 4.34
Ay 2K —Mw? 2K-K (4:34)

Es decir, A; = Ay = A. Por lo tanto, los desplazamientos de las dos masas seran:

21 (t) = Acos(wit + @), 25(t) = Acos(wit + ). (4.35)

O lo que es lo mismo, 21 (t) = z4(t). El movimiento es como se muestra en la Fig. 6 (arriba).
Las dos masas se mueven a izquierda y derecha simultaneamente. Este es el primer modo
normal.

El segundo modo normal corresponde a w = wy = /3K /M. En este caso, usando de
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nuevo cualquiera de las dos ecuaciones que aparecen en Eq. 4.30, obtenemos que:

Ay K K

A K - Mu2 2K 3K - (4:36)

Es decir, A; = Ay Ay = —A. El movimiento de las masas es entonces:
21 (t) = Acos(wat + @), z5(t) = —Acos(wat + @), (4.37)
o lo que es lo mismo, 2{(t) = —24(¢). Es decir, cuando la primera masa se mueve hacia la

izquierda, la otra lo hace hacia la derecha y viceversa (Fig. 6 (abajo)).

4.3.2. Osciladores transversales acoplados

Ahora, vamos a construir las ecuaciones de movimiento de las dos masas de la Fig. 5,
pero cuando se mueven en la direccién transversal (Fig. 7). Fijaros que es de nuevo un sis-
tema de dos grados de libertad, ya que su posicién viene determinada por las coordenadas
1 Y xo.

Supondremos ahora el desplazamiento virtual que se muestra en la Fig.7, y llamaremos
Ly, Ly y L3 alas longitudes de los tres muelles (de izquierda a derecha). Igual que hicimos
antes, fijaros que el modulo de la fuerza que hace el primer muelle sobre la primera masa
es:

Fy = K(L; — ap). (4.38)
El modulo de la fuerza que hace el segundo muelle es:

Fy = K(Ly — ap), (4.39)
y la del tercer muelle:

Fy = K(L3 — ap). (4.40)

Igual que en el caso con un grado de libertad, en las oscilaciones tranversales, solo
actian las componentes verticales de cada una de estas fuerzas. Estas seran igual a:

. T L1
_ _ [a2 1 72 ~ -1
F]_y—K(Ll—ao)~Sln9]_—K( a +x1—a0)-\/ﬁ_[((a—ao)a/7 (441)
1

donde hacemos la misma aproximacion de pequenas oscilaciones que hicimos en el caso
del oscilador transversal con un grado de libertad: a >> x4, xs.

Haciendo lo mismo, podemos calcular las componentes verticales de las otras dos
fuerzas:

Ty, — X2 X2

Fyy ~ K(a — ap) — F3, ~ K(a — ao);. (4.42)
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Figura 4.7: Oscilaciones en un sistema de dos osciladores transversales.

Una vez hecho esto, podemos escribir la ecuacién de movimiento de la primera masa:

Miy = —K(a— ao)% — K(a - ao)%, (4.43)

donde ambos signos menos aparecen ya que las dos fuerzas tienden a reducir x;. Para la

segunda masa,
T1 — T2

Mjégz—K(a—ao)ﬁ—i—K(a—ao)i, (4.44)
a a
donde el signo positivo de la segunda fuerza se pone por que el segundo muelle tira hacia
arriba de la segunda masa.
Reescribiendo este par de ecuaciones juntas se llega a:
Kla —
M!i‘l = —M [21’1 — ZEQ]

a
(4.45)
Kla —
M.i’g = —(CLTGO) [—5171 + 2.1’2]
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que son equivalentes a la Eq. 4.17 que ya obtuvimos en el caso de un sélo grado de
libertad. Igual que entonces, no tenemos que hacer cambio alguno de variable, ya que x
y x9 si representan el desplazamiento de la posicién de equilibrio de cada masa.

Y ya estamos de nuevo en disposicién de buscar las frecuencias propias y los modos
normales del sistema ©.

Vamos a buscarlos como antes, viendo que valores de w hacen validas soluciones del
tipo:

x1(t) = Ay cos(wt + @),  xa(t) = Ay cos(wt + ). (4.46)

Para ello, introducimos estas expresiones en la Eq. 4.45 para obtener que:

K(a — ag

—MAjwPcos(wt + ¢) = ) [2A;cos(wt + @) — Agcos(wt + ¢)]

¢ (4.47)
K(a —ag)

— M Ayw?cos(wt + ¢) = —
a

[—Ajcos(wt + @) + 2A5c0s(wt + @)

Quitando los cosenos, y reagrupando, obtenemos:
2K (a — ap)
a

K(a — ap)

—sz] A — Ay, =0

(4.48)
~ K(a—aop) ), W

a

[M —ng] Ay =0

Y tenemos el mismo problema que antes. Unicamente, cuando el determinante de
los coeficientes es nulo, puede haber soluciones con A; y A, diferentes de cero. Este
determinante da una ecuacion cuadratica para w:

2K (a — 2K (a — K(a—
M_sz} [ @) ] ( “ “0) —0, (449)
a a
que tiene como soluciones:
_ 3K (a —
Y ES Gl \/M. (4.50)
Nétese que la cantidad K(a — ag) = T es la tensién que hay originalmente en los

muelles, cuando estan en equilibrio. Por eso, vamos a reescribir las frecuencias como:

[Ty 13T,
— _ — 4/ =2 4.51
w1 Ma’ w2 Ma (4.51)

6Fijaros que aqui no hay que cambiar de variable, ya que z; y 2 ya describen desplazamientos de la
posicién de equilibrio, que estd en 3 = x5 = 0.
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VY

Figura 4.8: Modos normales de un sistema de dos osciladores transversales.

Ahora, para ver como es el movimiento de las masas, hemos de insertar estos valores de
las frecuencias en cualquiera de las Eq. 4.48, como ya hicimos en el caso de las oscilaciones
longitudinales. El resultado es para:

TO A2
Y . 4.52
TN e T A, (452)
1314 Ay
— 4= EL——— 4,
w1 Va = A, ( 53)

A que movimientos corresponden? Véase la Fig. 8, y pensad un poco.

mientras que para

4.3.3. Importancia de los modos normales

Como ya hemos repetido varias veces, la importancia de los modos normales de un
sistema es grande. Desde una perspectiva mas fisica, ya hemos mencionado que a cada
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uno de ellos hay asociada una frecuencia propia de oscilacién con la que puede resonar
una fuente externa. Pero esto no es el tinico motivo por el que son importantes.
Matematicamente es posible ver que toda ecuacion diferencial de segundo orden, como
son todas las ecuaciones de movimiento que hemos visto, tiene sélamente dos soluciones
independientes. Miremos, por ejemplo, el caso del oscilador arménico del tema anterior:

i+ wr = 0. (4.54)

Esta ecuaciéon es de segundo orden, por ser su derivada mas alta la segunda. Por ello,
pudimos entonces escribir su solucién general como:

z(t) = Cysen(wt) 4+ Cycos(wt) = Acos(wt + @), (4.55)

como ya discutimos. La manera de interpretar esto es, fijindonos en la parte intermedia
de la igualdad, que tanto senwt como coswt son soluciones de la Eq. 4.55. Al ser indepen-
dientes y ser dos, cualquier otra solucién posible (y por tanto, todo movimiento posible del
péndulo) es combinacion lineal de ambas. De ahi los coeficientes C y Cy (6 Ay ¢). Cuales
son los valores concretos de los dos coeficientes (y, por tanto, como serd el movimiento),
depende sélo las condiciones iniciales como ya estudiamos.

En el caso de sistemas con dos grados de libertad, las ecuaciones de movimiento que
hemos encontrado (por ejemplo, la Eq. 4.26 o la Eq. 4.45) son también de segundo orden.
Por ello, si tenemos dos soluciones independientes (los modos normales), cualquier solucién
de las mismas tiene que ser combinacién lineal de ellas. Y fijaros que esto es verdad para
cualquier tipo de movimiento permitido por el sistema, aunque no sea oscilatorio! Por
ejemplo, en el caso de las oscilaciones transversales (Sec. 4.3.2), la solucién mas general
del movimiento sera:

cos( t+ ¢1) cos( Ot 4+ ¢2)
i ]-e V/_ | Vﬁ e
cos( t + ¢1) —cos( t + ¢2)

Fijaros que quedan cuatro incégnitas por determinar, Cy, Cy, ¢1 v ¢o, que vienen
dadas por las dos posiciones y dos velocidades iniciales de las dos masas.

Por lo tanto, los modos normales no sélo nos dicen cuales son las frecuencias en las
que el sistema puede resonar, sino también nos dan un método para integrar las
ecuaciones del movimiento del sistemal!
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4.4. Sistema con infinitos grados de libertad. Ecua-
cién de ondas.
En esta seccion vamos a estudiar que pasa con los modos normales del sistema cuando

el nimero de grados de libertad aumenta. Es mas, vamos a ver que sucede cuando dicho
nimero crece hasta infinito.

Figura 4.9: Modos normales de sistemas de osciladores transversales con un nimero cre-
ciente de grados de libertad. Limite continuo.

Para hacerlo, vamos a usar un ejemplo concreto: el caso de los osciladores transversales
que ya vimos en la Sec. 4.3.2 para dos grados de libertad. Fijaros que, en ese caso, el
numero de grados de libertad coincide con el nimero de masas que tenemos acopladas. A
medida que dicho nimero aumenta, tendremos cada vez mas masas (ver Fig. 9). Cuando
tenemos NV, el sistema tiene N grados de libertad y, como ya dijimos, el nimero de modos
normales (vibraciones coherentes en fase de todas las partes del sistema) es también N.
Cada modo tiene su propia frecuencia y su propia forma. Por ejemplo, en la Fig. 9 se
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muestran los modos normales de los sistemas de osciladores con N = 1,2,3 y 4 (ver las
cuatro primeras filas de la figura). El circulo negro corresponde a la(s) masas, mientras
que las lineas negras que los unen, serian los resortes o muelles. Las flechas indican el
movimiento de las masas para cada modo normal. Asi, por ejemplo, en el caso de un
grado de libertad lo tnico que pasa es que la masa oscila arriba y abajo. En el caso de
dos grados de libertad, que estudiamos en la Sec. 4.3.2 hay dos modos, uno en el que las
dos masas suben a la vez, y otra que van contrapeadas. A medida que vamos subiendo el
numero de masas (y resortes) aparecen mas modos, como se ve en la figura.

. Que pasa si vamos al limite en el que hay infinitas masas y resortes? Dicho limite
corresponde a una cuerda que puede oscilar transversalmente (iltima fila de la Fig. 9),
y es el caso que vamos a estudiar en esta seccién. Mirando cada columna de la figura
pueden imaginarse facilmente cuales van a ser los (infinitos) modos normales de la cuerda
que. Como veremos, es facil clasificarlos usando el niimero de veces que la cuerda cruza la
horizontal (exceptuando sus extremos). Asi, el primer modo (columna 1) no cruza ninguna
vez, el segundo (columna 2) cruza una vez, el tercero (columna 3) dos veces, y asi, hasta
infinito. Veamos como se encuentran estas soluciones matematicamente!

Para hacerlo, seguiremos el mismo camino que en la Sec. 4.3.2 ya recorrimos para
encontrar los modos normales del sistema de dos osciladores transversales. Primero, in-
trodujimos coordenadas que nos decian donde estaban los osciladores: las variables x; y
Zo. Luego, supusimos un desplazamiento virtual de los osciladores, buscamos las fuerzas
que actuaban sobre cada uno de ellos, y construimos la ecuacion de movimento de los
mismos. Una vez hecho esto, miramos cuales eran las posibles soluciones oscilatorias que
admitian dichas ecuaciones, y velamos que no valia cualquier valor de w. Hagamos lo
mismo con la cuerda:

4.4.1. Descripcién de la posicién de la cuerda

Como deciamos, lo primero es ser capaz de decir donde esta la cuerda igual que antes
localizabamos los osciladores mediante las coordenadas x1 y x5 (ver Fig. 7). Fijaros que si
en vez de dos, tuvieramos tres osciladores necesitariamos explicitar tres coordenadas x1,
Ty v 3. ;Como cuantificaremos cuanto se ha desplazado la cuerda sobre la horizontal?
Fijémonos para ello en la Fig. 10.

En ella, mostramos una cuerda. Para determinar donde estd, dividimos la cuerda en
pequenos elementos diferenciales de cuerda, de longitud dz. E introducimos una funcion,
h(z), que en el punto z toma el valor de la altura del trocito de cuerda dz que estd en
dicho punto. Fijaros que la funcién h(z) no es otra cosa que el limite al que tiende el
conjunto {x1, s, .....xx } de coordenadas que me da las posiciones respecto a la horizontal
de cada uno de N osciladores cuando N va a infinito: el subindice es sustituido por la
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elemento diferencial de cuerda
dz/ h(z)

cuerda

h(z’)

Figura 4.10: Definicién de la posicién de una cuerda respecto a la horizontal.

variable continua z, y la altura de cada oscilador, zy, por la funcién h(z).

Ahora bien, igual que la posicién de los osciladores puede cambiar, tambien puede
variar la altura de la cuerda. Por tanto, tendremos que permitir a la funcién h(z) que sea
una funcién no sélo de z, el punto donde estamos mirando, sino también del tiempo ¢ en
que miremos:

(21(8), 22(t), ot ()} — (2, 1) (4.57)

4.4.2. FEcuacion de movimiento de la cuerda: ecuacion de ondas

Sigamos recordando como procediamos en el caso de los osciladores para encontrar los
modos normales. Lo que haciamos era escribir la ecuaciéon de movimiento para cada una
de las masas del sistema:

M3z, = .. fuerzas...
Miy = .. fuerzas...
Mis = .. .fuerzas... (4.58)
Mz = .. fuerzas...
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donde en el lado de la derecha de cada ecuaciéon poniamos las fuerzas que actuaban sobre
ese oscilador en concreto.

Ahora, cada uno de los elementos diferenciales de cuerda dz juega el papel de uno de
los osciladores. Por lo tanto, tendremos que escribir la ecuacion de movimiento de cada
elemento de cuerda. Lo primero que nos hace falta es la masa del trozo de cuerda, la cual
se puede calcular suponiendo que la cuerda tiene una densidad lineal de masa py. Por
tanto, la masa del trozo de cuerda serda dm = pg dz. En cuanto a la aceleracion del trozo
de cuerda, recordad que su posicién (altura) viene dado por h(z,t). La aceleracion, que
es la segunda derivada de la posicién respecto del tiempo. Pero, como h depende de dos
argumentos, tendra que ser una derivada parcial:

0*h(z,t)

& (4.59)

Mz, — po dz

Nos falta ahora calcular cual es la fuerza que actiia sobre el mismo trozo de cuerda.
Para ello, nos valemos de la Fig. 11:

5,

T2
Az \_Z:‘j:, <.

X

d cose1 =d

Figura 4.11: Fuerzas que actian sobre un diferencial de cuerda. Abajo dcha.: detalle
que muestra la relacion geométrica entre la deformacién en la cuerda en equilibrio (d) y
tras el desplazamiento virtual (d’).

En ella, hemos pintado el elemento diferencial de cuerda en equilibrio (abajo) y para
un desplazamiento virtual arbitrario (arriba). En equilibrio la cuerda tendrd una tension
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To [similar a la tensién que vimos que habia en los muelles del sistema de dos osciladores
cuando estaba en equilibrio]. Al desplazarlo, los extremos de la cuerda sentiran tensiones
T, (izqda) y T (dcha), que formaran ademés angulos #; y 65 con la horizontal, como
se muestra en la figura. Fijaros que el segmento deformado no tiene porqué ser recto vy,
por ello, los dos angulos no tienen porqué ser iguales. Lo que nos interesa ahora es la
componente vertical resultante de las dos tensiones, que es la que va a ser responsable de
que el elemento diferencial de cuerda suba o baje. Esta componente es, de la figura:

Fx = T2 sen«92 - T1 sen@l. (460)

Ahora tenemos en cuenta dos cosas. Primero, fijaros que la tensién en la cuerda es
proporcional a cuanto se ha estirado. Por ello, comparando las longitudes de los segmentos
en reposo y estirado (ver el detalle en la parte inferior derecha de la Fig. 11), podemos
relacionar las tensiones Ty (6 T1) y 1y, ya que éstas deben guardar entre si la misma
relacién que existe entre estos desplazamientos. Se tiene, por tanto, que:

Tocoshy = Ty, vy Ticost = Ty, (4.61)
luego, escribiendo 75 y 17 en funcion de Ty podemos reescribir la Eq. 4.60 como:
I, =T, tanfy — Ty tand,. (4.62)
Y segundo: recordando cual es el significado geométrico de la derivada, fijaros que:

tanfy, = —h y tanf; = @

5, o (4.63)

1
Por ello, podemos reescribir Eq. 4.60 como:

oh
Fx >~ TO [@

_oh
, Oz

j : (4.64)

que nos dice que la fuerza que siente, en la direccion vertical, el segmento de cuerda dz
situado en el punto z, depende de las derivadas de h respecto a z en los puntos z — dz/2
y z+dz/2.

Ya estamos en condiciones de escribir la ecuaciéon de movimiento para el elemento
diferencial de cuerda dz sin mas que igualar el producto de masa por aceleracion dado
por la Eq. 4.59 con la fuerza que acabamos de calcular:

oh

2
2 dzah(z,t):To [8}1 _0h
, Oz

o2 0z

} . (4.65)
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Para acabar, vamos a pasar ahora a la derecha p dz, con lo que la ecuacién de movi-
miento para dz se convierte en:

on| o
0*h(z,t) I [0z, 0z

= j , (4.66)

ot? 00 dz

y fijaros que, si tomamos ahora el limite en el que el trocito de cuerda dz se hace infinita-
mente pequeno (dz — 0), la segunda fraccién no es sino la segunda derivada de la altura
respecto a z de h en el punto z:

Ph(z,t) Ty 0*h(z1)

o P (4.67)

Bueno, pues esta es la ecuacién que buscamos: la ecuacion de ondas. Y fijaros
que no es mas que la expresiéon que toma la segunda ley de Newton para la cuerda en
cuestion. Por tanto, es la forma que toma el limite continuo del conjunto de ecuaciones
de movimiento (Eq. 4.58) para el conjunto de N osciladores transversales.

4.4.3. Buscando los modos normales

Llegamos entonces al ultimo paso. ;Cémo buscamos ahora los modos normales de
la cuerda? En el caso de los dos osciladores transversales, una vez que teniamos las dos
ecuaciones (acopladas) de movimiento (ver Eq. 4.45) nos pusimos a buscar si existia alguna
solucién en el que los dos osciladores oscilaran en fase. Para ello, buscamos soluciones del
tipo (ver Eq. 4.46):

z1(t) = Ay cos(wt + @),  wa(t) = Ag cos(wt + ¢), (4.68)

de forma que la posicién de ambos osciladores variara con el mismo coseno.

En el caso de la cuerda vamos a hacer lo mismo. Vamos a coger la ecuacién de ondas
(Eq. 4.67), que juega el papel de las Eq. 4.45, y vamos a buscar soluciones que sean las
equivalentes a la Eq. 4.68, y que representen a movientos en que la cuerda entera oscile en
fase. ; Qué forma tomaran las soluciones que representan este tipo de movimiento? Como
hemos dicho antes, en el caso de la cuerda, la posicién (altura) de cada elemento de cuerda
dz lo da h(z,t). Por lo tanto, si las posiciones de todos los elementos de la cuerda tienen
que variar con el mismo coseno, h(z,t) tiene que tener la forma:

h(z,t) = A(2) cos(wt + ¢). (4.69)
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Es decir, fijaros que lo que hemos hecho ha sido sustituir el conjunto de amplitudes de los
N osciladores {Aq, A, .....} por la funcién A(z) que me da la amplitud con lal que oscila
el elemento de cuerda dz que esta situado en z. Es decir, A(z) es a estas amplitudes como
h(z) era a la posicién de cada oscilador xy(t)!

Igual que ya pasaba en el caso de los dos osciladores, el suponer una forma concreta
para el desplazamiento de éstos no significa que tal desplazamiento pueda ser realizado
por el sistema. En el caso de la cuerda, la forma para h(z,t) dado por la Eq. 4.69 solo
representara un movimiento oscilatorio permitido para la cuerda si es capaz de ser solucion
de la ecuacion de ondas (Eq. 4.67). El exigir este hecho va imponer condiciones sobre los
posibles valores de w (es decir, nos daré las frecuencias propias de vibracién de la cuerda)
y sobre la forma de A(z) (que nos dard la forma de los modos que ya intuimos en la tltima
fila de la Fig. 9). De esta forma, encontraremos los modos normales de la cuerda.

Bueno, pues procedamos. Para ver que condiciéon impone sobre la forma dada por
Eq. 4.69 el forzarla a ser solucion de la ecuacién de ondas basta con sustituirla en la
Eq. 4.67. Para ello, necesitamos calcular primero:

@ = —w?A(2) cos(wt + @) (4.70)
o2 ’ '
y también,
O*h  d*A(z)
— . 4.71
55 T2 cos(wt + @) (4.71)
Ahora, lo metemos en la ecuacion de ondas (Eq. 4.67):
Ty d*A
—w?A(2) cos(wt + ¢) = T d'Al) cos(wt + ¢). (4.72)
po dz?

Fijaros que podemos eliminar los cosenos, con lo que nos queda que las formas permitidas
para A(z) seran aquellas que verifiquen:

d*A
W2 A
dz? T()
Bueno. Lo primero que llama la atencion es que esta ecuacion es formalmente idéntica
a la del oscilador arménico: tenemos que la segunda derivada de A (respecto de z) més
una constante positiva (w?py/Tp) por A es igual a cero. Cierto es que la derivada no es

respecto al tiempo ¢, sino respecto a la coordenada espacial z, pero a parte de eso la
ecuacion es formalmente idéntica. Y por tanto, la solucion sera la misma, sin mas que

cambiar t por z:
A(z) = A sin L w2) + B cos L), (4.74)
To 1o
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Y fijaros que, de momento, hemos podido proceder sin que aparezca una condiciéon
concreta que limite las posibles frecuencias. Es decir, la Eq. 4.74 es en principio valida
para cualquier valor de w. Antes de proceder, discutamos un poco que significa esta
solucion. En concreto, fijémonos en la cantidad:

k= \/TZO‘”‘ (4.75)

Esta cantidad juega el papel de la antigua frecuencia wy del oscilador arménico. Pero
fijaros que la variable independiente ahora no es el tiempo, sino la distancia z. Por tanto,
el significado fisico de k es parecido a la frecuencia, pero en el espacio. Es decir, si la
frecuencia nos daba el nimero de ciclos que oscilaba la masa en un segundo, k& nos da el
ntimero de maximos que nos encontramos en A(z) cuando nos movemos un metro a lo
largo de la cuerda. Se le llama niimero de onda. Asociada a ella, y de forma totalmente
andloga a como se calcula el periodo de una senal, se introduce la longitud de onda:

2 27 [Ty

- , (4.76)

A
k Wy Po

que nos da la distancia que hay que recorrer en la cuerda para pasar de un maximo al
siguiente (o dos minimos, o dos puntos cualesquiera en el mismo estado de oscilacién).

Bueno, pues jddénde esta entonces la condicion que me va a decir cuales son los valores
de w estan permitidos? Bueno, pues de fijarse en los extremos de la cuerda.

Extremos fijos:

Supongamos primero que la cuerda tiene una longitud L, y que esta fija por sus dos
extremos (es decir, para z = 0 y para z = L). Bueno, en este caso solamente tienen sentido
fisico aquellas funciones A(z) que verifiquen que A(0) = A(L) = 0. ;Por qué? Pues porque
como A(z) da el desplazamiento vertical del trozo de cuerda que esta situado en z, no
puede moverse en los extremos!

Bueno, pues vamos a ver que pasa cuando requerimos que la Eq. 4.74 verifique estas
condiciones en los bordes de la cuerda. Primero, si evaluamos la Eq. 4.74 en z = 0
tenemos que el seno desaparece y el coseno da uno. Por tanto, para que A(0) pueda ser
cero, tenemos que elegir que B = 0. De esta forma la Eq. 4.74 se reduce a:

B=0= A(z) = Asin (k z2). (4.77)

Ahora, impondremos que el otro extremo de la cuerda esté también fijo: A(L) = 0.
Entonces, Eq. 4.77 implica que se tiene que cumplir que:

A(L) = A sin (k L) = 0, (4.78)
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Bueno, pues claramente ya no podemos escoger A = 0, ya que nos quedamos sin solucion.
Por lo tanto, la tinica manera en que esto es posible si k toma alguno de los siguientes
valores:

kL =nm, n=1,2,.... (4.79)

de forma que el seno se anule.

Fijaros que esto implica que la cuerda puede oscilar sélamente con un nimero infinito,
pero numerable, de frecuencias. Ciertamente, recordado que k£ y w estan relacionados por
la Eq. 4.75, tenemos que los valores posibles de la frecuencia son:

T, T,
w, =k 2= 0 1o (4.80)
po L\ po

cada uno de los cuales corresponde a un modo normal de oscilacion de la cuerda.
.Y cémo son la forma de estos modos? Pues viene dada por:

A,(z) = A cos (%z + 925) . (4.81)

Estas formas son las que ya intuimos en la tltima columna de la Fig. 9. Fijaros tambien
que, escribiendo k = 27 /X como se obtiene que las unicas funciones A(z) permitidas son

aquellas para las que:

s A
L =n—=n=. 4.82
ne =ng (4.82)

Es decir, aquellas que tienen una longitud de onda tal que cabe un niimero entero de
medias longitudes de onda entre los dos extremos fijos. La forma de los modos
normales, indexados segiin el entero n se muestran en la Fig. 12.

N2 - 32

n=3

2\

n=4

Figura 4.12: Modos normales en una cuerda con extremos fijos.
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Figura 4.13: Escala armonica de un piano.

Fijaros que todos estos modos normales son precisamente lo que da lugar a los arméni-
cos de una cuerda de guitarra o de una cuerda de piano (ver Fig. 4.4.3).

Extremos libres:

También consideraremos el caso en que uno de los extremos de la cuerda esta libre. Es
decir, que no exista sobre el fuerza alguna. Recordando la Eq. 4.64, que nos daba la fuerza
que existia en la direccién vertical sobre un elemento arbitrario de cuerda dz situado en
z, tendremos que para el elemento de cuerda situado en z = L la fuerza seria:

Oh
~ —Ty —
) © 9z,

bR
h

(4.83)
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ya que en el otro extremo (el punto (2) de la Eq. 4.64) ya no hay cuerda ni, por tanto,
tension alguna. Fijaros que esta fuerza es cero sélo si se cumple que:

oh

—| =0, 4.84

5. (4.84)
lo que significa que el extremo de la cuerda ha de ser siempre perpendicular a la
direccién vertical. En el caso de los modos normales definidos por la Eq. 4.74, esto se
traduce en imponer a A(z) que cumpla:

%(L) —0. (4.85)

Figura 4.14: Modos normales en una cuerda con un extremo libre en z = L.

Veamos entonces como cambian los modos normales si suponemos que el extremo de la
cuerda en z = 0 es fijo, mientras que el de z = L es libre. Primero, volvemos a la solucion
general obtenida para los modos normales (Eq. 4.74). Entonces, exigir que A(0) = 0 nos
vuelve a dejar con una forma para la funcién A(z) del tipo dado por la Eq. 4.77. Pero
ahora, la segunda condicion, que la derivada se anule en L implica que:

dA

E(L) = Akcos(kL) = 0, (4.86)
lo cual limita los posibles valores del niimero de onda a:

kL:ng, n=1,35... (4.87)

Es decir, solamente existen los modos normales con n impar. La forma de estos modos
es facil de obtener si reescribimos la condicién para k en términos de la longitud de onda:

A
L =n= L =n= 4.
3 ngy = ny (4.88)
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con n impar (ver Fig.14).

PREGUNTA: ;Cémo seran los modos normales en el caso de que los dos extremos de
la cuerda estuviesen libres?

4.4.4. Mas alla de la cuerda vibrante

La importancia de la Ecuacién de Ondas (Eq. 4.67) en Fisica e Ingenieria es enorme.
El motivo es porque en muchos otros sistemas fisicos, la evolucién temporal y espacial de
una perturbacién del sistema respecto al equilibrio estd gobernada por la misma ecuacion.
Por ejemplo, considerad un tubo horizontal lleno de un liquido, cerrado por dos tapas en
sus extremos. En el equilibrio, dicho liquido tiene una presién py (que juega el papel de
Ty en la cuerda). Supongamos ahora que golpeamos uno de los extremos. Esto hace que
la presion en el liquido cerca de la pared se eleve por encima del valor de equilibrio hasta
p. De esta forma, si llamamos dp(z,t) a la cantidad que describe cuanto ha cambiado la
presién en el fluido en el punto z (a lo largo del eje del cilindro) e instante ¢ respecto al
valor py, es facil ver que esta cantidad evoluciona segun la ecuacion:

d%p 2 9%5p
o2 F 9227

(4.89)

donde ¢ = vpy/po es la velocidad del sonido (py es la densidad del fluido, y v es una
constante caracteristica del fluido.)

Esta es, de nuevo, la ecuacién de ondas. Y es facil encontrar, de manera totalmente
analoga a como hicimos en la cuerda, cuales son los modos normales del fluido. También
son las condiciones que han de verificarse en los extremos las que los determinan. Asi, si
las tapas del cilindro son rigidas, tiene que verificarse que dp(0,t) = dp(L,t) =0 (L es la
longitud del tubo). El caso del extremo libre se da aqui si la tapa fuera eldstica, pudiendo
entonces vibrar. La condicion entonces en z = L seria:

d(6p)
0z |,

=0, (4.90)

absolutamente idéntica a la que ya vimos en la cuerda.

., Como son entonces los modos normales de presiéon en el fluido contenido por cilindro?
Bueno, si las tapas son rigidas, corresponden a los que se muestran en la Fig. 12, pero
donde la variable que se representa es ahora dp y no h. Es decir, fijaindose en el segundo
modo normal (n = 2), tendremos que cuando la presiéon sube por encima de py en la
mitad izquierda, baja por debajo de py en la parte derecha, y se mantiene con valor p
en el punto medio y en los dos extremos. Luego, la parte izquierda baja por debajo de
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po mientras que la derecha baja, y asi, sucesivamente. Con que frecuencia pasa esto, pues
con la que permite el modo normal n = 2, que serd wy = 2mcy/L7.

Figura 4.15: Modos normales de presiéon en un tubo de gas.

Un ejemplo se puede ver en la Fig. 15. En ella, se tiene un gas inflamable en un
tubo dispuesto horizontalmente. En su parte izquierda hay un compresor que perturba
periodicamente el tubo. Se hace variar la frecuencia del compresor para que coincida con
la frecuencia de un modo normal de la presién del gas en su interior. Para ver el modo
normal, se produce una chispa en su interior que inflama el gas, siendo mas intensa la
llamarada en los lugares donde la presion (y por tanto la cantidad de gas) es mayor. ;De
que modo normal se trata?

Ecuaciones similares se encuentran también para perturbaciones de la altura del mar
respecto al suelo del océano (las olas), o la propagacién de ondas electromagnéticas (la

luz) y muchos otros sistemas .

4.5. Ondas

Bueno, como dijimos al principio del tema, en un sistema fisico que se perturba li-
geramente de su posicién de equilibrio pueden aparecer oscilaciones (modos normales) y
ondas. En las primeras, el sistema oscila alrededor de su posicion de equilibrio. En las
segundas, la perturbacién se propaga a lo largo del sistema. La diferencia entre ambos
conceptos se ilustra, usando el ejemplo de la cuerda, en la Fig. 16.

"iComprobarlo vosotros, siguiendo el mismo camino que seguimos en el caso de la cuerda vibrante
para encontrar las frecuencias y nimeros de onda de cada modo!

8Ejemplos relativos a la propagacién de la luz serdn objeto, precisamente, de parte de la asignatura
de Fisica II.
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Traveling Wave

v

Standing Wave
Antinode

Node

Figura 4.16: Onda progresiva (arriba) y modos normal (abajo) en una cuerda con extremos
fijos.

En la parte inferior de la figura se muestra uno de los modos normales de la cuerda,
el n = 3 concretamente, ya que tiene 2 ceros (nodos) y caben en la longitud de la cuerda
tres medias longitudes de onda. Fijaros que la cuerda oscila alrededor de su posicion de
equilibrio como un todo y que no hay propagacién a lo largo de la cuerda, ya que los nodos
de la cuerda estan siempre en el mismo sitio. Por este motivo, a los modos normales se
les llama también ondas estacionarias. En la figura superior, sin embargo, se perturba
el extremo de la cuerda y la perturbacion se propaga a lo largo de esta con velocidad
v, desplazdndose el cero (nodo) hacia la derecha. A estas ondas se les llaman ondas
progresivas.

En este tema estudiaremos cuando aparecen ondas progresivas, y cual es su relacién
con las ondas estacionarias. Veremos que, en general, si se perturba un sistema aparecen
ondas progresivas. Sin embargo, si dicha perturbacion es periddica y coincide su frecuencia
con alguna frecuencia caracteristica del sistema (es decir la de algin modo normal), el
sistema se pone a oscilar en dicho modo normal y cesa la propagacion.

Pero antes, veamos algunos aspectos importantes de las ondas progresivas.
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4.5.1. Expresion formal de una onda progresiva

La primera cosa que es importante recordar es que tanto ondas progresivas como
ondas estacionarias son soluciones de la ecuacién de ondas. El motivo es que la ecuacién
de ondas es la formulacion para la cuerda de la segunda ley de Newton y, por tanto,
cualquier movimiento posible tiene que ser solucion de ella.

Si recordais, el buscar los modos normales u ondas estacionarias, lo primero que hicimos
es pensar que forma tendria que tener una oscilacién colectiva de todas las partes de la
cuerda. Vimos que era la dada por (Eq. 4.69, que repetimos aqui):

h(z,t) = A(2) cos(wt + ¢), (4.91)

y que representaba el hecho de que el elemento de cuerda situado en z oscila con am-
plitud A(z), pero todos ellos lo hacen en fase (de ahi que lleven todos el mismo mismo
coseno temporal). Una vez conocida la expresiéon formal que describia el fenémeno que
nos interesaba, la metiamos en la ecuacion de ondas, Eq. 4.67, para ver cuales de todas
las posibles expresiones dadas por la Eq. 4.91, eran también soluciones reales (los modos
normales) permitidas por la cuerda vibrante.

Para encontrar ondas progresivas haremos algo parecido. Miraremos primero cual
serda la forma funcional que tiene que tener una perturbacién que se propague por la
cuerda con velocidad v. Y luego, la meteremos en la ecuacion de ondas para ver, de to-
das ellas, cuales son las que pueden existir realmente en la cuerda. Para ello, hagamos lo
siguiente: supongamos que, para t = 0, hemos provocado una perturbacion en la cuerda
que tiene una forma arbitraria, como la que se muestra en la parte izquierda de la Fig.
17:

h(z,0) = f(2). (4.92)

Supongamos ahora que esta perturbacién se mueve hacia la derecha con velocidad v
constante (ver parte derecha de la Fig. 17). Entonces, en un tiempo ¢, la perturbacién
se habra movido hacia la derecha una distancia z = wvt, pero no ha cambiado de forma.
Por ello, el valor de la perturbacién en el punto z en el tiempo ¢, h(z,t), tiene que ser la
misma que la que habia inicialmente en el punto que resulta de moverse hacia atras una
distancia —vt desde z. Es decir:

h(z,t) = f(z —vt). (4.93)

Bueno, pues resulta que ésta es la expresion mas general de una perturbacién que se
propaga con velocidad v hacia la derecha. Y fijaros que la funcion f es arbitraria, luego
la Eq. 4.93 describe cualquier tipo de perturbacién que se nos ocurra, por rara que sea.
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h(z,0)=f(x) t=0
v

\ h(z,t) = f(z-vt)
M(z,t'):f(z—vt’)

Figura 4.17: Perturbacion propagandose hacia la derecha con velocidad v.

., Cémo se sabe entonces si una funcién h(z,t) corresponde a una onda progresiva? Bueno,
pues si depende de z y t a través de la combinacion z — vt. v nos daria entonces la
velocidad de propagacion, y el (=) nos dice que se propaga hacia la derecha °.

4.5.2. Velocidad de propagacion de una onda progresiva

Ahora bien, el hecho de que la Eq. 4.93 tenga que verificar la Ecuacién de Ondas para
poder describir un movimiento de la cuerda, ;implica alguna restriccion sobre la funcion
f7 En el caso de los modos normales que vimos antes, encontramos con que la amplitud
A(z) del modo no podias er cualesquiera. Sin embargo, en el caso de las ondas arbitrarias,
resulta que la Eq. 4.93 verifica la Ecuacién de Ondas para toda funcién f! Para verlo,
basta con sustituirla en la Eq. 4.67 que repetimos aqui:

Ph(z,t) Ty 0*h(z 1)
o2 py 022

Fijaros que, aplicando la regla de la cadena, y renombrando al argumento de f usando
n = z — vt, se tiene que:

(4.94)

0f(z—vt) _0fm)dn _  0f(n)
ot on ot on '
9Si se propagase hacia la izquierda, dependeria de z y t a través de la combinacién z + vt, como se ve

facilmente si considerais el mismo argumento que antes, pero que la perturbacion se mueva inicialmente
hacia la izquierda.

(4.95)
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y por tanto que

() _ 0 [ 08w)] __ 0 [05)] __ 0 [ n _ n8*n) oo
ot? ot on ot | on on| on | ot on? - '
Haciendo lo mismo se puede calcular facilmente la derivada espacial:
Of(n) _ 0f(m)on _ df(n)
_ i 4.
0z on 0z on ' (4.97)
y por tanto que
f(m) _ 0 [9fm)on] _ 0 [9f(m)] On _ 9*f(n) (4.98)
022 0z | On 0z onl| on | 0z on? '
Por lo tanto, sustituyendo en la Eq. 4.94:
2 2

o po O

que impone la tnica restriccion sobre la Eq. 4.93 de que la velocidad de propagacién venga
dada por:
T
0=+, (4.100)
Po
donde el signo (+) corresponde a las que se propagan hacia la derecha, y el signo (—) a
las que van hacia la izquierda.
Por lo tanto, la forma de la perturbacién que se propague por la cuerda puede ser
arbitraria, pero la velocidad con la que se puede propagar es determinada por el
medio.

4.5.3. Ondas de propagacién armoénicas

Se llaman ondas de propagacion arménicas a una onda de propagaciéon en la que la
funcion f que aparece en la Eq. 4.93 es un seno o un coseno:

h(z,t) = Acos [k(z — vt)]. (4.101)

Fijaros que ésta expresion es solucién de la ecuacion de ondas (Eq. 4.94) ya que depende
de z y t en la combinacién z — vt. Corresponde, por tanto, a una onda que se propaga
hacia la derecha (z > 0) con velocidad constante v. Fijaros que también le hemos incluido
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un numero de ondas k. Veamos que significa. para ello, imaginaros que tomamos una
"foto”de la perturbacion en el instante inicial ¢ = 0. En ese momento, la forma de la
perturbacion es:

h(z,0) = Acos [kz] . (4.102)

Es decir, un coseno en el espacio. Por lo tanto, k es el nimero de ondas que vimos
antes, y nos dice cuantos maximos tiene la onda por unidad de longitud. La longitud de
onda A, que da la distancia entre dos méaximos consecutivos, vendra dada entonces por
A =27/k.

Pero la Eq. 4.101 describe a un coseno de longitud de onda A que se mueve con
velocidad v hacia la derecha. Por tanto, la amplitud de la perturbaciéon en un punto
concreto del espacio cambia con el tiempo. Fijémonos, por ejemplo, en lo que pasa en el
origen z = 0. En el, se tiene que el valor de la perturbacién es:

h(0,t) = Acos [—kvt] = Acos [—kuvt]. (4.103)

Es decir, la perturbacion varia en el origen entre A y —A, con una frecuencia temporal
w = kv. El lapso de tiempo o periodo que pasa entre que existe un maximo (o un minimo,
o un cero, o lo que sea) en el origen, y que vuelve a haber otro viene dado entonces por
T =2r1/w.

Por lo tanto, en una onda arménica hay cinco cantidades importantes: 1) la velocidad
a la que se propaga, v; 2) su nimero de onda k; 3) su longitud de onda A; 4) su frecuencia
wy 5) su periodo T. Y s6lamente hay dos independientes, que se pueden escoger como se
quiera. Por ejemplo, si fijamos v y A tenemos que:

2 2mv A
_ = = — il = Nl
k 3 w 3 T ” (4.104)

Algunas relaciones importantes a recordar son 1

=, (4.105)

donde v = w/27 es la frecuencia medida en Herzios (s71).

4.5.4. Relacion de ondas estacionarias y ondas progresivas

Bueno, y hemos visto ya que en la cuerda hay ondas progresivas y ondas estacionarias.
.Son cosas absolutamente diferentes, o existe alguna relacién entre ellas? Pues la respuesta

10Demostradlas!
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es la segunda. Estan intrinsecamente relacionadas. Veamos primero geométricamente cual
es esta relacion. Para ello, fijaros en la Fig. 18. En ella, aparecen distintas ”fotos” (desde
la instantdnea (a) hasta la (k)) de la evolucién temporal del siguiente proceso: en (a),
un pulso armoénico avanza a lo largo de una cuerda de longitud L desde la izquierda
con velocidad v. Recordad que de todas las cantidades que introdujimos antes, dos se
podian elegir arbitrariamente. Elegiremos, ademas de v, la longitud de onda A de la onda
progresiva. Y lo haremos de tal forma que se cumple que L = A/2. Recordad también que
esta era la condicion que vimos se cumplia para el primer armoénico de la cuerda.

() : &)

Figura 4.18: Relacién entre onda progresiva y onda estacionaria.

Gracias a esta eleccion, cuando la onda llega al extremo derecho de la cuerda, la
amplitud de oscilacién en ambos extremos es cero (instanténea (c)). Ahora bien, la cuerda
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no existe mas alla de z = L, y por eso se la onda incidente refleja hacia atras. Pero fijaros
que lo hace comenzando una nueva media longitud de onda, que se marca con linea de
trazos en la instanténea (d). La suma de esa onda reflejada con la incidente se muestra con
un trazo grueso y rojo. En la instantanea (e), la onda reflejada ya ha llegado a la mitad de
la cuerda. Fijaros que, la suma de la reflejada y la incidente hace que no haya oscilacion,
en ese instante, en la mitad derecha de la cuerda. En la instanténea (g) la onda reflejada
llega a z = 0, el extremo izquierdo de la cuerda. A partir de aqui, las ondas reflejada e
incidente van a derecha e izquierda de forma que la onda resultante es el primer arménico
de la cuerda vibrante (instanténeas (h) a (k)).

Fijaros que el motivo por el que esto ha pasado es porque la longitud de onda de la
onda progresiva se ha elegido a propésito para que tanto la onda incidente como la
reflejada son siempre cero en los extremos de la cuerda! Si no, la onda incidente y
la reflejada, al sumarse para dar la onda resultante marcada con trazo rojo, se destruirian
la una a la otra y no se veria nada. Sélamente si se escoge la longitud de onda de la onda
progresiva de forma que L = n)\/2, para algun n, se obtiene una onda estacionaria o un
modo normal de la cuerda.

Este hecho es comin en muchos sistemas. Por ejemplo, en las ondas de presion que
antes velamos dan lugar al sonido. Asi, si pensais de nuevo en la guitarra, el buen o mal
sonido de la guitarra lo da la caja de resonancia donde van sujetas las cuerdas. Cuando
las cuerdas vibran (en alguno de los arménicos de las cuerdas vibrantes que hemos visto),
estas transmiten la vibracién a la caja de resonancia, de forma que en el aire en su interior
se transmiten ondas progresivas de presion que rebotan en las paredes de la caja. Si la
guitarra es buena, se formardn ondas estacionarias (en este caso tridimensionales), las
cuales pueden observarse usando por ejemplo técnicas holograficas (ver Fig. 19).

Para acabar con esta seccion, veamos como se demuestra matematicamente el hecho
de que dos ondas progresivas que avanzan en direcciones contrarias pueden dar lugar a
una onda estacionaria. Sean las dos ondas:

hi(z,t) = A cos(kz — kvt) 'y ha(z,t) = A cos(kz + kut), (4.106)

donde hy(z,t) y ha(z,t) van respectivamente hacia la derecha e izquierda con velocidad
v. La onda resultante sera:

hr(z,t) = hi(z,t) + ha(z,t) = A cos(kz — kvt) + A cos(kz + kvt) =
= A cos(kz) cos(kuvt) + A sen(kz) sen(kvt)+
(4.107)
+A cos (kz)cos(kvt) — A sen(kz) sen(kvt) =
= 2A cos(kz) cos(kut),
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Figura 4.19: Ondas estacionarias de presion en la caja de resonancia de una guitarra.

donde hemos usado que cos(a = b) = cosa cosb F sena senb. Por tanto, la onda resultante
tiene la forma de una oscilacién colectiva de frecuencia w y amplitud:

A(z) = 2A cos(kz). (4.108)

Si se escogiera ahora el nimero de onda k (o su longitud de onda asociada A, o su
frecuencia asociada w) de forma que se verifique la Eq. 4.79 (o la Eq. 4.82, o la Eq. 4.80),
hgr corresponderia a un modo normal de una cuerda de longitud L.

En la ducha: Un ultimo ejemplo en el que la composicién de una onda reflejada y otra
incidente da lugar a una onda estacionaria podeis comprobarlo vosotros en la ducha. Para
ello, basta con cantar o silbar variando el tono suavemente. La onda sonora (presién del
aire) que emitireis rebotara en la pared de la ducha y en la mampara de cristal. Para el
valor de frecuencia correspondiente a alguno de los armonicos, veréis como de repente la
intensidad del canto/silbido sube bruscamente y se oye muy claramente (ver Fig. 20).

4.5.5. Paquetes de ondas: Velocidad de fase
y velocidad de grupo

En las secciones anteriores hemos estudiado el comportamiento de ondas progresivas
armoénicas, y hemos visto que venian caracterizadas por varias cantidades: su velocidad
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Figura 4.21: Formacién de un paquete de ondas mediante suma de ondas arménicas.

v, su numero de onda k, su longitud de onda A\, su frecuencia w y su periodo T, de
las que so6lo se pueden escoger dos de ellas al azar, y el resto vienen dadas por éstas.
Fijaros sin embargo que las ondas armonicas no representan perturbaciones reales, ya que
son infinitas tanto en el espacio como en el tiempo. Ciertamente, si uno toma, como ya
hicimos antes, una ’instantdnea’ para un tiempo dado (por ejemplo ¢t = 0) de una onda
armonica se obtiene una expresion del tipo:

h(z,0) = Acos(kz), (4.109)

que se extiende desde z = —oo hasta z = +o00. Asimismo, si miramos como es la per-
turbacion sentida por un punto cualquiera de la onda (por ejemplo, z = 0), vimos que
obteniamos:

h(0,t) = Acos(kvt), (4.110)
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que comienza en t = —oo y acaba en t = 400.

Ahora bien, las ondas reales tienen principio y fin, tanto en el espacio como en el
tiempo. Por lo tanto, jcudl es el motivo de estudiar las ondas arménicas, que son on-
das idealizadas, no reales? Bueno, pues porque puede demostrarse matematicamente que
cualquier onda "fisica”, limitada en el espacio y en el tiempo, puede escribirse como com-
binacion lineal de ondas arménicas (ver Fig. 20). Al resultado de sumar todas estas ondas
armonicas se le llama grupo o paquete de ondas.

Hay al menos dos cosas curiosas de estos paquetes de ondas, aparte de que tengan
un tamano y/o una vida finita. La primera es que pueden propagarse con una velocidad
diferente a la de los elementos armoénicos de que se componen. A esta velocidad se le llama
velocidad de grupo, en contraste con la velocidad de sus componentes armonicas que
se llama velocidad de fase.

Para entender mejor este concepto, veamos un ejemplo. Nos limitaremos al més sen-
cillo, en el que vamos a sumar dos ondas armonicas:

h(z,t) = A cos(ki1z — wit) + A cos(kez — wat), (4.111)

que hemos supuesto de igual amplitud para agilizar el calculo. Fijarmos que la velocidad
a la que se propaga cada componente armonica viene dada por vi,se = wi/ki = wa/ko,
como vimos en la seccién anterior (recordad que w y k no podian ser independientes para,
la onda armoénica, ya que su cociente tenia que ser la velocidad de propagacion que venia
impuesta por el medio.)

Ahora, para ver la onda que resulta, recordar que la suma de dos cosenos se puede
reescribir como dos veces el coseno de la semisuma de sus argumentos por el coseno de la
semidiferencia de los mismos:

A+ B A-B
COSA+COSB:2008( ; )cos( 5 ) (4.112)

Por tanto, tenemos que la onda dada por la Eq. 4.111 es igual a:

h(z,t) = 2Acos ([kl 5 ]ﬂ . [%1 t) - cos <[k1 JQF ]ﬂ . [%1 t) (4.113)

A las distintas cantidades que aparecen en esta expresion las vamos a llamar:

L d:lﬁ—kz w d:wl—wz
MO - 2 b Mo — 2
(4.114)
L= k’l + /{32 w _ w1 -+ wWa
av — 2 ) av — 2
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de forma que tenemos que el paquete de ondas (Eq. 4.113) se escribe:
h(z,t) = 2A cos (kmodz — Wmodl) + €08 (kapz — Wapt) (4.115)

El aspecto que tiene esta onda se muestra en la Fig. 21:

e 90° 1807 2707 360

Figura 4.22: Suma de dos senales seno de frecuencias parecidas.
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Capitulo 5
ELECTROSTATICA DEL VACIO

La Electrostatica se ocupa del estudio de las interacciones o fuerzas que aparecen entre
cargas eléctricas (o distribuciones de ellas) en reposo relativo .

5.1. La carga eléctrica.

La carga eléctrica es el concepto basico sobre el que se construye la Electricidad
y el Magnetismo, del mismo modo que la masa era la cantidad basica sobre la que se
construia la Mecanica. Pero de la misma manera que la Mecanica no nos decia que era la
masa, sino s6lo como se comportaba, el Electromagnetismo nos dice como se comportan
las cargas, y no lo que son.

Las primeras experiencias con cargas eléctricas estuvieron asociadas al frotamiento:
asi, si frotamos dos trozos de caucho con un trozo de piel, veremos que se repelen entre si.
Por otro lado, si frotamos dos varas de vidrio con un pafo, veremos que también se repelen
mutuamente. Sin embargo, la vara de vidrio frotada y la vara de caucho frotada se atraen
entre si. Benjamin Franklin supuso que una estaba cargada negativamente y la otra po-
sitivamente, y establecié que objetos cargados del mismo signo se repelian, y cargados
de signos diferentes se atraian. Se equivoco sin embargo, ya que pensaba que solo existian
cargas negativas, y el que un cuerpo estuviera cargado positiva o negativamente se debia
sélo al exceso o defecto de éstas. Hoy sabemos que existen cargas negativas (electrones,
descubiertos experimentalmente por J.J. Thomson en 1896) y positivas (protones, descu-

LCierto es que, debido a estas fuerzas dichas cargas se mueven, dejando de estar en reposo. En la
asignatura de Fisica II, se vera que estas cargas en movimiento también interaccionan entre si mediante
los llamados campos magnéticos, que estan intrinsecamente relacionados con los campos eléctricos que
veremos en este tema.
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biertos por E. Rutherford en 1922). Estas son, ademads, los elementos bésicos del dtomo:
un nicleo central donde se acumulan los protones (junto con otras particulas neutras, los
neutrones, que hacen de pegamento entre ellas y que fueron descubiertos por J. Chadwick
en 1932), alrededor del cual orbitan los electrones, en igual nimero al de protones en el
nucleo. ;Qué sucedia con nuestras varas? Pues que al frotar la vara de caucho sobre la
piel, la vara robaba electrones de la piel, adquiriendo una carga neta negativa (ya que hay
més electrones que protones). En el caso de la vara de vidrio, la seda se llevaba electrones
del vidrio, con lo que la vara se queda con una carga positiva neta (hay més protones que
electrones).

Los electrones son unidades elementales de carga, que ni se destruyen ni se dividen
en otras menores. Por lo tanto,la carga total siempre se conserva (Ley de conservacién
de la carga.). La carga de un electron es ¢ = —e = —1,6 x 10719C' y es la cantidad de
carga mas pequeiia que puede encontrarse libre 2. (Por lo tanto cualquier carga eléctrica
existente ha de ser un multiplo entero de e.) Ademds son facilmente transferidos de un
objeto a otro, o conducidos a través de un material (como un cable de cobre, por ejemplo).
Segin un material tenga tendencia a que se le quiten/anadan electrones o a conducirlos,
se habla de materiales aislantes (como el vidrio o el caucho) o conductores (como el
cobre y los metales).

5.2. La ley de Coulomb.

La ley de Coulomb establece la fuerza con la que se atraen/repelen dos cargas eléctricas.
Fue medida por primera vez por Charles Coulomb a finales del s. XVIII, y puede escribirse,
en forma vectorial como:

, .
Fp,=K-LL (77 (5.1)
siendo Fiy_., la fuerza que la carga ¢’ (situada en ) hace sobre la carga ¢ (situada en 7).
De la Ec. 5.1 puede verse que el médulo de la fuerza decrece como el cuadrado de la
distancia entre las dos cargas, | — 7|. También el que la fuerza esta dirigida segin la
recta que une a las dos cargas, y que su sentido depende del signo del producto ¢ - ¢’. Por

lo tanto, las cargas se repelen si tienen igual signo, y se atraen si tienen signos contrarios.
El valor de la constante K = 9 x 10°Nm?/C? en el sistema M.K.S.

2Los protones tienen la misma carga que los electrones, pero positiva, gy =e=16x 10~19C; y aunque
leais que estdn compuestos de otras particulas mas pequenas con cargas mas pequenas que e, llamadas
quarks, jes imposible encontrar estas particulas sueltas!.
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MODELO DEL ATOMO DE HELIO

electrone%q:_e}

protones

(@=+e)

h
\
\
\
'
'
I

neutrones

(9=0)

Figura 5.1: Modelo del a&tomo de Helio con dos protones y dos neutrones. Notar que no
estd a escala, ya que el radio de la érbita electrénica es mucho mayor que el tamano del
nicleo. Aproximadamente, la visién desde el nicleo hacia los electrones seria comparable
a la de una hormiga ....jdesde el centro del campo de fiitbol del estadio Santiago Bernabeu!

Nétese también que la fuerza de Coulomb que la carga g hace a su vez sobre ¢ es
igual, aplicando la Ec. 5.1, a ﬁq_@ = —Fﬂqz_w, ya que lo tinico que cambia es la direccion
del vector que va desde la carga que hace la fuerza a la que la recibe, manteniéndose la
distancia la misma. Se cumple por tanto la tercera ley de Newton, la ley de accién y
reaccion, en la interaccion entre cargas.

Es importante, finalmente, darse cuenta de que la expresion de la fuerza de Coulomb
es muy similar a la de la fuerza gravitatoria que aparece entre dos masas, m’' y m:
/
- o
_a M 5.2
m/'—m F— 7;7|3 ( ) ( )
Sin embargo, ambas difieren en que no existen masas negativas, con lo que la
gravitatoria es siempre atractiva. Ademas, las fuerzas eléctricas son mucho mayores, ya

que G = 6,67 x 107" Nm? /kg?.
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Figura 5.2: Fuerza de Coulomb.

e Ejercicio: Calcular la razon entre la fuerza de repulsion de dos electrones debido a la
fuerza de Coulomb, y la atraccién debida a la fuerza gravitatoria, teniendo en cuenta que
la masa del electron m, = 9,1 x 1073 kgr.

e Ejemplo: Sea una carga ¢; = 1C situada en el punto 7} = (—1,1,3). ;Cudl serd la
fuerza que ejercera sobre otra carga ¢ = —2C situada en 7 = (2, —1,0)?

Necesitamos calcular el vector iy — 7 = (2,—1,0) — (—=1,1,3) = (3, =2, —3), que va de
la carga qi a la q2. Ahora, el médulo de éste es |7y — 71| = /3% + (—2)2 + (—3)2 = V/22,
que serd iqual a la distancia entre las cargas. Por lo tanto, la fuerza que experimenta go

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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serd:

!

Figura 5.3: Campo eléctrico creado por la carga ¢’ en el punto 7.

5.3. El campo eléctrico

Volviendo de nuevo al simil mecénico de la gravitacion, es conocido por todos que
la Tierra ejerce una fuerza sobre la Luna, aunque esté a muchos millones de kilometros
de distancia. Del mismo modo, cualquier carga ejerce una fuerza sobre cualquier otra
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carga que este separada de la primera en el espacio. Pero, jcomo es esto posible, sin que
ambas cargas estén en contacto? ;Como se transmite la fuerza a través del espacio? jy
con qué velocidad lo hace? En el caso gravitatorio, este problema se resuelve suponiendo
que la Tierra crea un campo gravitacional que llena todo el espacio. Este campo vectorial
(sea lo que sea) es percibido por cualquier otra masa, que siente entonces la fuerza de
atraccion gravitatoria.

De manera similar, supondremos que toda carga eléctrica llena también el espacio
con un campo eléctrico, que dara lugar a una fuerza en el momento que otra carga
esté presente. Puesto que dicho campo es creado por la carga eléctrica original, no depende
de si existe o no una segunda carga que reciba la fuerza. Por todo ello, el campo eléctrico
creado por una carga ¢’ situada en el punto 7 en cualquier otro punto 7 del espacio
se define, matematicamente, como el siguiente campo vectorial:

— q,

E<F):K7|’F—F’|3 (F—17) (5.4)
De esta forma, el campo es independiente de la existencia de una segunda carga ¢, estando
totalmente determinado por la carga que lo crea, ¢'. La fuerza que la carga ¢ experimenta
en presencia del campo es ahora dada por ﬁq(F) = qE (7, cuando dicha carga esta en el
punto 7.

e Ejemplo: Sea una carga ¢; = 1C situada en el punto 7 = (—1,1,3). ;Cudl serd el
campo eléctrico que dicha carga creard en el punto 7 = (2,—1,0)7 ;Y la fuerza que
ejerceria sobre otra carga go = —2C que se situe en 757

Necesitamos de nuevo calcular el vector vy — 1 = (2,—1,0) — (—1,1,3) = (3, -2, -3),
que va de la carga que crea el campo al punto donde lo queremos calcular. Ahora, el modulo
de éste es |7y — 71| = /32 + (—2)2 + (—3)% = V22, la distancia de la carga q' al punto 7.
Por lo tanto, el campo creado en 5 por q; es:

Ei(7) =9 x 10° x

: \@)3(3, —2,-3)N/C (5.5)

Para hallar ahora la fuerza sobre qs, basta con hacer: F’1_>2 = qgﬁl (75), que es el mismo
resultado del ejemplo de la seccion anterior.

5.3.1. Lineas de fuerza

Todo campo vectorial, y en concreto el campo eléctrico, se representa usualmente me-
diante el concepto de linea de fuerza o linea de campo. Puesto que la fuerza que expe-
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rimenta una carga ¢ en presencia de un campo eléctrico E viene dada por F () = qFE (7),
es evidente que el campo eléctrico en un punto coincide con la fuerza que experimentaria
una carga unidad (¢ = +1C’) en dicho punto. Por lo tanto es posible ver ”la estructura”del
campo abandonando una carga unidad en su presencia y viendo como se mueve dicha car-
ga. Las trayectorias que seguiria dicha carga unidad cuando se la abandona en puntos
diversos son lo que se llaman lineas del campo. Se caracterizan por que el vector campo
eléctrico es siempre tangente a dichas lineas en cada punto, propiedad que se utiliza para
calcularlas matematicamente. Como ejemplo, en la Fig. 5.4 se representan las lineas de
fuerza del campo eléctrico creado por una carga positiva o una negativa (imaginaros la
trayectoria que seguiria un protén abandonado en dicho campo y ver como coincidiria con
las lineas).

Més adelante volveremos a referirnos a las lineas de fuerzas del campo eléctrico (al
hablar del Teorema de Gauss), y también a sus fuentes y sumideros. Estos no son otros
que las cargas eléctricas ya que, como se ve en las figuras, todas las lineas del campo
eléctrico nacen en alguna carga positiva y mueren en alguna negativa.

- + = <

N

Figura 5.4: Representacion por lineas de fuerza del campo eléctrico creado por una carga
positiva (arriba, izquierda) y otra negativa (arriba, derecha).

5.4. Principio de superposicién

Puesto que la fuerza de Coulomb no es intrinsecamente diferente a cualquier otra
fuerza de las que estudiamos anteriormente en el bloque Mecanica, también podemos
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usar el principio de superposicion para calcular la fuerza que experimenta una carga
en presencia de otras muchas:

La fuerza total ejercida sobre una carga eléctrica q por un conjunto de cargas que
denotaremos por {q;,i =1,2,.., N}, serd igual a la suma vectorial de cada una de las
fuerzas ejercidas por cada carga q; sobre la carga q:

N

ﬁq(m = Z Fiq(7) (5.6)

i=1

donde la fuerza F}_}q que la carga ¢; ejerce sobre la carga ¢ ha de ser calculada usando la
Ec. 5.1

Puesto que, como hemos visto, el campo eléctrico puede entenderse como la fuerza
de Coulomb que experimentaria la unidad de carga, dicho principio puede extenderse
también a la determinacién de campos eléctricos, sin mas que dividir la anterior igualdad
por la carga que recibe la fuerza, ¢. De esta forma, el Principio de Superposicién se formula
también para campos eléctricos:

El campo eléctrico total creado por un conjunto de cargas {q;,i =1,2,..,N} en un
punto arbitrario, serd igual a la suma vectorial del campo eléctrico creado por cada carga
q; en dicho punto:

@) = B (5.7)

donde el campo EZ(F) creado por la carga ¢; en el punto 7 ha de ser calculado usando la
Ec. 5.4.

e Ejemplo: Sean cuatro cargas de 1C situadas en los vértices de un cuadrado de lado 2,
uno de cuyos vértices coincide con el origen. ; Cuanto vale el campo eléctrico en el centro
del cuadrado? ;Y cual seria la fuerza que experimentaria una carga ¢ = —1C situado en
dicho centro?

Para hacerlo, primero cogemos un sistema de ejes en el que los ejes X e Y coincidan
con dos lados del cuadrado (ver Fig. 5.5). De esta forma, las posiciones de las cuatro
cargas son: 71 = (0,0), 7 = (0,2), 75 = (2,0) 7y = (2,2). El punto donde nos piden el
campo es el centro del cuadrado, y por tanto: 7= (1,1). Necesitamos ahora el campo creado
por cada carga en dicho centro, para lo cual tengo que calcular los vectores To; = 7—75, 1 =
1,2,3,4. La solucion es: 7,y = (1,1), g = (1,—=1), 73 = (=1,1) y 7y = (—1,—1). Es
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Y
2a
® ®
a, q,
2a X
© q
q3 2

Figura 5.5: Esquema del ejemplo.

fdcil ver que el médulo de todos ellos es \/2. Por lo tanto, tenemos que:

BB+ Bt Byt Brm K [(1,1) + (1,=1) + (=1, 1) + (=1,=1)] =0 (5.8)
(V2)?
La fuerza sobre la carga —1C en dicho punto serd por tanto nula, puesto que el campo
eléctrico creado por las cuatro cargas en el centro es cero. Fijaros que tal solucion tiene
sentido fisico, ya que todas las cargas van a tirar con la misma fuerza de la carga negativa
hacia ellas, con lo que se compensan las fuerzas dos a dos.

5.5. Distribuciones de carga continua: densidad de
carga

Existen muchos casos de interés practico donde no conocemos la posiciéon concreta
de cada carga, sino que sabemos como estan repartidas en promedio en una linea, una
superficie o un volumen a través de una funcién densidad de carga. Dicha densidad se
construye del siguiente modo: supongamos que tenemos un volumen muy grande en el que
tenemos carga distribuida de manera arbitraria. Dividimos dicho volumen en pequenos
elementos de volumen, AV’ cada uno de los cuales estd centrado en algin punto 77
dentro del volumen (ver Fig. 5.6). Si AQ es la cantidad de carga encerrada en cada AV,
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X \%A

Figura 5.6: Esquema del proceso de definicién de la densidad de carga en un volumen.

la densidad con la que la carga esta repartida en dicho elemento de volumen sera igual
a AQ/AV’. La densidad de carga se define entonces en cada punto del volumen, 7,

haciendo que dichos volumenes se hagan muy pequenos *:

AQ

N\ ,
p(r) = lm =

(5.9)

Puede hacerse lo mismo con una superficie o una linea. La superficie se dividiria en
pequenos elementos de superficie, AS’, y la densidad superficial de carga se definiria como:

AQ

lim
AS'—0 AS’

o(r) =

(5.10)

En la linea, tendremos pequenos elementos de longitud Al’, con lo que la densidad
lineal de carga viene dada por:
A
A7) = lim ¢

i
Al'—0 Al/

(5.11)

3Pero no tanto como para que no tengamos todavia muchas cargas individuales dentro de AV’, ya que
si tomamos elementos de volumen suficientemente pequenos, puede que no haya ninguna carga dentro!
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¢ IMPORTANTE: Fijaros que, en la practica, no tendréis que construir la densidad de
carga de este modo. En la mayoria de los casos, la densidad de carga sera una funciéon ya
dada por las condiciones del problema. Sin embargo, éste es el modo adecuado de entender
que significa dicha funcién.

5.6. Calculo del campo eléctrico producido
por distribuciones de carga continua

Para calcular el campo creado por una distribucién continua de carga aplicaremos
el principio de superposicién del siguiente modo. Comenzaremos con el caso en que la
carga estd repartida dentro de un volumen, V', de acuerdo a una funcién densidad de
carga volumétrica p(7).

Cada uno de los diferenciales de volumen AV’ en los que descompondremos el volumen

V' estara situado en el punto 7, y contendra una cantidad de carga AQ = p()AV’. El

campo que dicho diferencial de volumen crearda en un punto 7 se obtiene aplicando la
Ec. 5.4: (F)AV

[ — p r — —

AEr) = K———(T—T7 5.12

(7) = Ko (7= ) (512)

El campo total creado por todo el volumen sera, aplicando el principio de superpo-

sicién, la suma del campo creado por cada uno de estos diferenciales de volumen. Pero en

el limite en el que AV — 0, esto equivale a calcular una integral:
E(7) = K///dv Pl (F—F’). (5.13)

Analogamente pueden deducirse expresiones para distribuciones de carga sobre
una superficie. En el primer caso, se divide la superficie en elementos de superficie AS’,
cada uno de los cuales estara situado en una posicién 7 dentro de la superficie, conteniendo
una carga AQ = cAS’. El campo que dicho elemento creard en el punto 7 sera:

o(7)AS"

=

AE(F) = (7 —7) (5.14)

y aplicando de nuevo el principio de superposicién, el campo total es la suma (integral)
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sobre todos los elementos de superficie:

B(f) = K//dS’ ":‘3 (7 — 7). (5.15)

Finalmente, para una distribucion de carga sobre una curva, dividiremos la
misma en pequenos elementos de longitud Al’, cada uno de los cuales estara situado en
una posicién 7 y que contendran una carga AQ = AAl'. El campo que dicho elemento de
longitud crea en el punto 7 sera:

AE(F) = Kﬁ(i)fll; (7 — ) (5.16)

e integrando a todos los elementos de longitud que forman la distribucién lineal tenemos

que:
()

B = K/dl’ 7"7|3 (F— 7). (5.17)

Como puede verse, la deduccién formal de las Eqs. 5.17, 5.15 6 5.13 no es dificil,
requeriendo simplemente la aplicacién del principio de superposicion que vimos anterior-
mente. Sin embargo, la resolucién de las integrales que aparecen en esas tres ecuaciones
puede resultar muy complicada. En muchos casos, su cédlculo require la eleccion correc-
ta del sistema y ejes de coordenadas que debemos usar para describir la distribucion de
carga de que se trate. En dicha eleccion, tiene mucho que ver las posibles simetrias del
sistema. Asi, si la distribucién de carga tiene alguna simetria de traslacion a lo largo de
alguna direccion, las integrales podran normalmente resolverse mas facilmente si se usan
coordenadas cartesianas, haciendo coincidir dicha direccion de simetria con alguno
de los ejes coordenados. De igual forma, si la distribucién de carga tiene alguna simetria
de rotacion, serd normalmente recomendable utilizar coordenadas cilindricas (o pola-
res). Finalmente, si la distribucion tiene simetria esférica, sera recomendable el escoger
coordenadas esféricas.

e Ejemplo 1: Campo creado por un hilo rectilineo e infinito cargado con una
densidad lineal de carga constante, \, en cualquier punto del espacio

Este es claramente un problema en la que la carga esta distribuida sobre una curva
(una linea), y debemos por tanto aplicar la Ec. 5.17. El problema tiene simetria cilindrica
alrededor del eje que contiene al hilo, ya que tiene simetria de rotacion alrededor de él, y de
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traslacion a lo largo de él (por ser infinito). Por ello, escogemos coordenadas cilindricas,
con el eje Z coincidente con el hilo (ver Fig. 5.7). Una vez hecho esto, es facil escribir
los valores de los distintos elementos que aparecen en la integral de la Ec. 5.17:

= ri, + 2,

7=z,

F—7 = (z—2)u, +ri, (5.18)
dl' = dz’'

Figura 5.7: Esquema del hilo infinito del Ejemplo 1. Derecha: Anulacién de la componente
z de la integral que aparece en la Ec. 5.21

Expliquemos cada uno por separado con ayuda de la Fig. 5.7. Primero, 7" da la posicion
del punto donde queremos calcular el campo creado por el hilo. Puesto que dicho punto
es arbitrario, tenemos que usar la expresion general del radio vector en cilindricas. Sin
embargo, 7 da la posicion de los diferenciales de longitud en los que vamos a dividir el
hilo. Puesto que el hilo coincide con el eje Z, todos sus puntos tienen mecesariamente
coordenada ' = 0, lo que explica la forma que hemos escogido para .

Hasta aqui todo es sencillo, y lo hubiera sido también si hubiésemos escogido otro
sistema de coordenadas (cartesianas, por ejemplo). La importancia de escoger bien las
coordenadas aparece mds bien al escribir la forma de dl', el diferencial de longitud que
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recorre la distribuciéon de carga. Fl diferencial de longitud dI' ha de formarse a
partir de los diferenciales de longitud asociados a las tres coordenadas del
sistema que se haya escogido. En el caso de coordenadas cartesianas, estos son dx’,
dy' y d2'. En el caso de coordenadas cilindricas, son dr', dz’ y r'df’. Ahora, si hemos
escogido bien el sistema de coordenadas para nuestro problemas, veremos que cuando nos
movemos a lo largo del hilo unicamente variara una de las coordenadas. En el caso
de las coordenadas que hemos escogido nosotros, solo varia dz'. Por lo tanto, es un buen
sistema de coordenadas y pondremos dl' = dz’.

Una vez hecho todas estas elecciones, es fdacil construir la integral dada por la Ec. 5.17:

- Adz B o
E(r) = K/l‘(z T [rid, + (z — 2'),] . (5.19)

Ahora, para concluir, hemos de escoger los limites de la integral. Para ello, vemos entre
que valores tiene que variar z' para recorrer toda la distribucion de carga. En nuestro
caso, como el hilo es infinito, tiene que hacerse entre —oo y +00:

_ o A2 . g
E(r)=K [EEEEEE [ri, + (2 — 2] . (5.20)

Fijaros ahora que se trata de una integral que puede dividirse en dos:

B —kx [ dz oW 4z Vi, (521
0= | e [ et 62
donde hemos sacado la densidad de carga \ fuera de la integral ya que es una cantidad
constante. Ahora, puede verse facilmente que la sequnda integral es nula. Para ello, basta
con notar que estamos integrando una funcién impar en ' entre limites simétricos (£00).
Por tanto, la integral es cero. Una seqgunda manera de verlo es fijaindose en la parte derecha
de la Fig. 5.7. En ella se muestra que, por ser el hilo infinito, la componente vertical
del campo asociada a cualquier diferencial de longitud que esté por encima del punto P
definido por v, se compensa con la de su simétrico por debajo del hilo, con lo que el campo
sdlo puede tener componente radial [Y si no veis ninguna de estas dos explicaciones, hacer
la integral explicitamente y ver que da cero!]. Por lo tanto, el campo que queremos calcular
wene dado por:

o0 dZ/
TG= PR

donde hemos usado que 7, depende solo del punto donde calculamos el campo, y no
cambia al variar z' sobre el hilo.

(5.22)

E(7) = Kri,\ /

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



131

La integral que queda puede calcularse usando la igualdad tabulada:

[t e 633
Para ello, basta con hacer el cambio de variable:
M =z—2 d=-d (5.24)
en la Ec.5.22, e invertir los limites de la integral para obtener:

. . > dz" . 2" = K

Por lo tanto, y usando que K = 1/4mey, el campo creado por nuestro hilo infinito en

cualquier punto del espacio es:
- A
E(r) = (T (5.26)

- T
2mwegr

e Ejercicio: Fijaros que este problema también tiene simetria de traslacion a lo largo del
eje que contiene al hilo. ;Cémo se harfa escogiendo coordenadas cartesianas y haciendo
que el hilo coincida con alguno de los ejes coordenadas (por ejemplo, el eje Y7

e Ejemplo 2: Campo creado por un aro circular cargado con una densidad
lineal de carga constante, A\, en cualquier punto del eje perpendicular al aro
que pasa por su centro

De nuevo, nos enfrentamos a un problema en la que la carga estd distribuida sobre
una curva (una circunferencia), y debemos por tanto aplicar la Eec. 5.17. El problema
tiene simetria de giro alrededor del eje que pasa por el centro del aro, pero no tiene
simetria cilindrica. Sin embargo, sigue siendo conveniente escoger coordenadas cilindricas,
haciendo coincidir el eje z con el eje de simetria. Si hacemos esto (ver Fig. 5.8), los valores
de los distintos elementos que aparecen en la integral de la Ec. 5.17 son:

(5.27)

Expliquemos de nuevo por separado, con la ayuda de la Fig 5.8, estos valores. 7" da la
posicion del punto donde queremos calcular el campo creado por el aro. Puesto que dicho
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punto pertenece al eje Z, tendremos que r = 0. En cuanto a 7, que da la posicion de los
diferenciales de longitud en los que vamos a dividir el aro, estan todos contenidos en el
plano Z = 0, y por tanto 2/ = 0. Ademdas, estdan contenidos en una circunferencia de radio
R, con lo que tendremos que 1’ = R.

Figura 5.8: Esquema del aro del Ejemplo 2. Derecha: Anulaciéon de la componente radial
de la integral que aparece en la Ec. 5.29.

Finalmente, fijaros ahora que el diferencial dl’, que hay que formar usando dr’, dz" y
r'df’, toma de nuevo una forma muy sencilla gracias a la buena eleccion de coordenadas:
al movernos a lo largo del aro soélamente cambia el angulo 0, ya que 2/ =0 yr' = R!

Por lo tanto, la integral que nos da el campo serad:

ARdO ., _
E(F) = K/|z2 +R2|3/2 — R, + 21, . (5.28)

y, poniendo los limites de integracion teniendo en cuenta que 6’ cambia entre 0 y 27 al
recorrer todo el aro, nos queda que:

)\Rd@l . 27 )\RdQ’ .

De nuevo, es facil ver que la primera de las dos integrales es cero (;por qué? Ver parte
derecha de la Fig. 5.8). La sequnda es muy facil de calcular, si sacamos primero de la
integral todo lo que no depende de 0':
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(5.30)

. 2 mK
B - kR 4/ L KR
0

|22 + Rz|3/2zuz 22 + Rz|3/2“z'

Escribiendo esta expresion de nuevo en términos de €y nos queda que el campo que
buscamos es:

ARz .
= U’Z'
2¢0(2% + R2)%/2

E(7) (5.31)

e Pregunta: En el ejemplo 1 vimos que el problema podia hacerse tambien en coordenadas
cartesianas. ;Es eso también posible para el caso del aro? ;Por qué no?

e Ejemplo 3: Campo creado por un disco circular cargado con una densidad
superficial de carga constante, o, en cualquier punto del eje perpendicular al
disco que pasa por su centro

FEste problema es muy similar al ejemplo dos, ya que tiene la misma simetria (simetria
de giro alrededor del eje que pasa por el centro del disco), pero la carga estd distribuida
sobre una superficie (el circulo), por lo que debemos aplicar la Ec. 5.15. Escogemos, por
tanto, coordenadas cilindricas, haciendo coincidir el eje z con el eje de simetria. Si hace-
mos esto (ver Fig. 5.9), los valores de los distintos elementos que aparecen en la integral
de la Fc. 5.15 son:

¥ = 2U,

— I

7 =7

e A (5.32)
F—1r =zi, —r'u,

dS' = r'do’ dr’

Fijaros (ver Fig. 5.9) que 7, la posicion del punto donde queremos calcular el campo,
no ha cambiado respecto al caso del aro del ejemplo 2. En cuanto a i, que dard ahora la
posicion de los diferenciales de superficie en los que vamos a dividir el disco, siguen todos
contenidos en el plano Z = 0 como en el caso del aro, y por tanto z' = 0. Pero ahora,
ya no estdn contenidos en una circunferencia de radio R, sino que pueden encontrarse en
cualquier punto del disco. Por lo tanto, tendremos que 0 < 1’ < R.

Finalmente, para formar ahora el diferencial dS’, hay que hacerlo usando los dife-
renciales asociados a las coordenadas dr', dz' y r'd0’. De nuevo, si hemos elegido bien
las coordenadas, veremos que solo dos de ellas varian al movernos por la distribucion de
carga. En el caso del disco, dr’ y r'df’, vy el diferencial dS" se forma como el producto de
ellos.
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7 i

ra

Figura 5.9: Esquema del disco del Ejemplo 3.

Por lo tanto, la integral que nos da el campo creada por el disco en su eje serd:

E(F) = K/ d@'/ ]z2+7“’2\3/2[ ', + 21, . (5.33)

donde hemos puesto los limites de integracion teniendo en cuenta que 0’ cambia entre 0
y 2w y 1’ entre 0 y R al recorrer todo el disco, y donde hemos separado los diferenciales
adecuadamente. De nuevo, es facil ver que la primera de las dos integrales es cero por
argumentos de simetria (spor qué?). La sequnda es muy fdcil de calcular, si sacamos
primero de la integral todo lo que no depende de 0 :

R ! ! 2w
E(7) = Koz, / % / do', (5.34)
o ( )*% Jo

22+
de forma que la integral angular da un prefactor 2m:

R ! 30!
oo N r'dr
E(r) = QWKUZUZ/O [ERTTIEY (5.35)
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Para hacer la integral radial, usamos que:

xdx 1
/ (@ + 222 a1 P (5:36)

de forma que el campo queda:

. -1 1% o201 1
Er)=2rKoztl, | —| =— |— - —| ., 5.37
(7) [\/22—1—7"’2]0 2¢o [!Z! \/22+R2} (5.37)

donde hemos reescrito de nuevo K = 1/4meg.

e Ejemplo 4: Campo creado por un cilindro de altura h y radio R cargado con
una densidad volumétrica de carga constante, p, en cualquier punto exterior
al cilindro del eje perpendicular a sus bases que pasa por su centro

Este problema es el inmediatemente superior en dificultad a los vistos en los ejemplos
2y 3, que mantiene la misma simetria (simetria de giro alrededor del eje que pasa por
el centro de las bases). Ahora, la carga estd distribuida sobre un volumen (el cilindro), y
por ello debemos aplicar la Ec. 5.153. Escogemos, una vez mds, coordenadas cilindricas,
haciendo coincidir el eje z con el eje de simetria. Ademas, arbitrariamente, elegimos el
centro de coordenadas en el centro del cilindro. Si hacemos esto (ver Fig. 5.10), los valores
de los distintos elementos que aparecen en la integral de la Ec. 5.15 son:

Uy + 2/,
— 7 = (z =2, — ',

dV' =r'd0" dr" d7

(5.38)

Los cambios aparecen en el vector 7' que nos dice donde estdn situados los diferenciales
de volumen en los que se descompone el cilindro (ver Fig. 5.10). Como ya no tienen que
estar restringidos al plano Z = 0 (a diferencia de los ejemplos 2 y 3), es necesario
considerar ahora la posibilidad de que —h/2 < z' < h/2. En cuanto al diferencial dV”,
hay que hacerlo usando los diferenciales asociados a las coordenadas dr’, dz' y r'df’. En
este caso no hay dudas. Es el producto de los tres.

Por lo tanto, la integral que nos da el campo creada por el cilindro en su eje serd:

. 2T h/2 R pT’ld’f’/
- / / = Ay
E(7) —K/O db /_h/de /0 [EEERETE [—r't, + (2 — 2)u,] . (5.39)

(©) 2004 Ratl Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



136

Figura 5.10: Esquema del cilindro del Ejemplo 4.

donde hemos puesto los limites de integracion teniendo en cuenta que 0’ cambia entre 0 y
27, que —h/2 < 2/ < h/2 y que 1’ varia entre 0 y R al recorrer todo el cilindro, y donde
hemos separado los diferenciales adecuadamente. De nuevo, es fdacil ver que la primera
de las dos integrales es cero por argumentos de simetria (spor qué?). La sequnda es muy
fdcil de calcular, si sacamos primero de la integral todo lo que no depende de 0 :

. h/2 R rdr' 2T
E(F) = K pil, d2' (2 — 2 o, 5.40
=i [, 46 | ) o

de forma que la integral angular da otra vez un prefactor 2m:

., h/2 R ! 0t
E(F) = QWKpﬁZ/ dz'(z — 2") / T rdr (5.41)
0

_h/2 2 — )2 + 2P

Ahora, fijaros que la integral radial es la misma que ya hicimos en el ejemplo 3 (ver
FEe. 5.86, y hacer z — 2/ = a y x =1'), con lo que podemos reescribirla asi:

h/2 1

EFzQWKﬁZ/ dz'(z =2 | —
" ! —h/2 ( )[ Vi(z =22 +r?
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o, evaluando los limites:

z—2 z—2
|z — 2| (z — 22 + R?

B h/2
B(f) = 27 K pil. / iz’ (5.43)

—h)2

Falta ahora por calcular las integrales en z'. La primera es muy sencilla, ya que la
funcion (z — 2')/|z — 2'| vale +1 para z > 2" y —1 para z < 2. Puesto que nos piden
el campo en puntos exteriores al cilindro, estd funcion vale siempre o +1 ( si el punto
estd por encima del cilindro) o —1 (si estd por debajo). Por ello, la integral es igual a +h:

. h/2 5
E(r) =2nKpu, |£h —/ dz' (5.44)
—h/2 (z — 22+ R?
En cuanto a la sequnda, hacemos primero el cambio de variable:
z—2 =2" d =—-d, (5.45)

de forma que:

h/2 / P 2+h/2 ., M m th)2
< . A2’ ———— = [ 2+ R ] 5.46
/h/2 (z —2')? + R? b2 NEZE ) ( )

donde hemos aplicado la primitiva,

xdx
—— = Va2 + 22 5.47
/ Va? + z? (547)
Metiendo todo ello en la ecuacion para el campo (Ec.5.44), y usando que K = 1/4me,
se obtiene la expresion final:

o p R\ 2 R\
E(F)ZQ—EO +h — (z+§> + R? + (z—§> + R?| 1. (5.48)

Como puede verse, las cosas se van haciendo mas y mas complicadas, sobre todo al ata-
car problemas bi- y tri-dimensionales. Atin mas dificiles resultan los siguientes ejercicios,
que hay que realizar en coordenadas esféricas:

Ejercicio: Calcular el campo creado por una carcasa esférica hueca de radio R, cargada
con densidad superficial constante o, en un punto arbitrario interior a la esfera.

Ejercicio: Calcular el campo creado por una esfera maciza de radio R, cargada con
densidad volumétrica constante p, en un punto arbitrario exterior a la esfera.

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



138

5.7. Teorema de (Gauss para el campo eléctrico

Como puede verse del ejemplo 4 de la seccién anterior, asi como de los ejercicios con
simetria esférica que propusimos al final del tema anterior, el calculo del campo eléctrico
creado por una distribucién de carga puede ser muy complicado o, cuanto menos, tedioso
desde el punto de vista matematico. Sin embargo, en problemas con un alto grado de
simetria, existe otro camino mucho mas sencillo para calcular el valor de estos campos. El
precio a pagar es, sin embargo, un méas alto grado de abstraccién en la descripciéon de las
interacciones entre las cargas. El beneficio de esta descripcion va mucho maés alla que el
proporcionarnos con una herramienta 1til para calcular campos, aunque no ahondaremos
en sus ventajas en este curso.

En esta seccion estudiaremos los elementos bésicos de esta descripcion, para lo cual
necesitaremos echar mano de conceptos tales como: lineas de fuerza, flujo, fuentes y su-
mideros del campo, todos ellos tomados originalmente de la Fisica de Fluidos. Algunos de
ellos ya los hemos encontrado antes (las lineas de fuerza, y las fuentes y sumideros del
campo eléctrico, que son las cargas). Veamos entonces que significa el concepto de flujo
de un campo vectorial.

Figura 5.11: Flujo de un vector.
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5.7.1. Definicién matematica de flujo de un campo vectorial a
través de una superficie arbitraria.

Como deciamos antes, el concepto de flujo de un campo vectorial aparece por
primera vez en Fisica de Fluidos. Se usa, en ese caso, para cuantificar la cantidad de
fluido que atraviesa una superficie arbitraria S en la unidad de tiempo cuando dicho
fluido se mueve siguiendo un campo de velocidades dado. Veamos cémo se define.

Para ello, suponemos inicialmente que existe un fluido que llena una region del espacio
cualquiera. El volumen que ocupa el fluido se divide en pequenos diferenciales de volumen,
dV , suficientemente pequenos como para poder considerar que las particulas que contienen
estan distribuidas uniformemente en ellos, moviéndose todas ellas con igual velocidad. Es
posible cuantificar cuantas de éstas particulas hay en cada punto del espacio definiendo
una funciéon densidad de particulas, n. Se construye desplazando el diferencial de
volumen por toda la regién del espacio y contando cuantas particulas, d /N, quedan dentro
de él en funcién de su posicién (como veis, su significado es totalmente andlogo al de
la densidad de carga que vimos anteriormente). Luego se define n(z,y, z) de modo que
se cumpla que dN(z,y,z) = n(z,y,z)dV. El fluido tiene también asociado un campo
de velocidades, (z,vy, z), que dice cual es la velocidad a la que se mueve el elemento
de volumen dV cuando se sitia en el punto (z,y, z). La trayectoria que dicho elemento
seguirfa si se dejara en un punto define las lineas de fuerza del campo v *.

Supongamos que queremos ahora saber cuantas particulas atraviesan una superficie
arbitraria S en la unidad de tiempo (ver Fig. 5.11). Para ello dividimos la superficie en
pequenos elementos de superficie, dS, suficientemente pequenos como para que podamos
considerarlos planos. Recordando que una superficie cualquiera puede siempre represen-
tarse por un vector®, representaremos cada uno de estos elementos de superficie por un
vector dS. Si somos ahora capaces de calcular el nimero de particulas que atraviesa cual-
quiera de esos elementos de superficie en que hemos dividido .S, sumando el nimero de
particulas que atraviesa cada uno de ellos podemos calcular el flujo total de particulas a
través de la superficie total S.

Para calcular el flujo de particulas a través del elemento de superficie dS situado en
(x,y, z) fijémonos en la Fig. 5.12. El valor de la velocidad en el punto donde esta situado

4Fijaros que esto es lo mismo que lo que deciamos para el campo eléctrico E, cuando deciamos que
es posible obtener sus lineas de fuerza sin mas que abandonar un protén en su presencia y seguir su
trayectoria!

®Dicho vector ha de ser perpendicular a ella y tener por médulo lo que valga la superficie, como vimos
al hablar del producto vectorial de dos vectores en el tema 1.
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el diferencial de superficie serd ¥(z,vy,z), y podremos suponerla constante sobre todo
dS, puesto que es muy pequeno. Recordando ahora en que en un tiempo At, el espacio
recorrido a velocidad constante V' es igual a V' At, tendremos que solo aquellas particulas
del fluido que estén contenidas en el area rayada de la figura atravesaran dS. Como el
volumen del trozo rallado serd V dS cosf At®, el nimero de particulas contenidas en él
sera igual an V dS cosd At =n At V - dS. Por lo tanto el flujo de particulas que es la
cantidad de particulas que pasa por unidad de tiempo sera: d® = n V - dS.

densidad de
particulas: n

num.particulas que atraviesan dS nV co$A tIS
- - = =nVdS co8
unidad de tiempo At —nVds

Flujo =

Figura 5.12: Flujo de un vector (detalle).

Para calcular ahora el flujo total de particulas a través de la superficie total basta
sumar a todos los elementos de superficie en los que la dividimos. O lo que es lo mismo,

integrar:
d = //n V- ds. (5.49)
s

En el caso del campo eléctrico E (6 de cualquier otro campo vectorial arbitrario) se
define, por analogia al caso del campo de velocidades del fluido, el flujo a través de una

6Recordad que el drea de un paralelogramo es siempre base por altura!
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i) ://Sﬁ-dfg. (5.50)

. Qué significa fisicamente? Recordemos que las lineas de campo eléctrico coincidian
con las trayectorias descritas por un proton abandonado en presencia de dicho campo
en algun punto, del mismo modo que las lineas del campo de velocidades del fluido, v,
coinciden con las trayectorias de los diferenciales de volumen arrastrados por él. Por lo
tanto el flujo de un campo eléctrico a través de una superficie serd grande si muchas de
estas lineas la atraviesan y pequeno si lo hacen pocas. Se interpreta por tanto como una
medida del nimero de lineas de campo que atraviesan una superficie dada.

superficie arbitraria S como:

e IMPORTANTE: En muchos casos, la superficie a través de la cual querremos calcular
el flujo de un campo sera cerrada. Por superficie cerrada se entiene una superficie que
encierra un volumen V', y hay que distinguirlas de lo que se llaman superficies abiertas,
que no encierran ningun volumen. Por ejemplo, la superficie exterior de un cubo es una
superficie cerrada (encierra el volumen del cubo), pero cada una de las caras del cubo es
una superficie abierta, ya que no encierran nada! Otra manera de definirlas es diciendo
que la superficie es cerrada si carece de un contorno, mientras que las superficies abiertas
si lo tienen (por ejemplo, los bordes de la cara del cubo que antes menciondbamos).

En cuanto a la notacion, el flujo a través de una superficie cerrada se denota por:

P = @E -dS. (5.51)
S

Por tltimo, fijaros que una superficie cerrada siempre puede dividirse en superficies
abiertas: asi, la superficie exterior del cubo puede dividirse en seis caras cuadradas, que
son abiertas. Igualmente, una esfera, que es cerrada, puede dividirse en dos casquetes
semiesféricos (abiertos) sila partimos en dos a través de algun circulo méximo (meridiano).
Entonces, se cumple que el flujo a través de la superficie cerrada es igual a la suma de
los flujos a través de cada una de las componentes abiertas que la forman. Asi, llamando
S1 y Sy a las superficies de los dos casquetes semiesféricos en que dividimos la esfera,

tendremos que:
@—@E.dts—// E-df€+// F.ds. (5.52)
S S1 So

e Ejemplo: calcular el flujo del campo vectorial E(m,y, z) = 2zy P4 3222 j— 2 k
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a través del cuadrado, contenido en el plano Y7 delimitado por los puntos
(0,1,0), (0,0,1), (0,1,1) y (0,0,0) (ver Fig. 5.13).

La solucion es sencilla. Fijaros que el vector ds es, en este caso, perpendicular al
cuadrado vy dirigido segun el eje X. Como la coordenada x permanece constante para
todos los puntos del cuadrado (e igual a 0), formamos el vector como:

dS = dydzi. (5.53)

Por lo tanto, o
E-dS = 2zy dydz, (5.54)

y el flujo que nos piden se obtiene resolviendo la integral:

1p1 1 1 1 y2 1 1 1
o = // 2zy dydz = 2/ zdz/ ydy = 2/ zdz {—] = / zdz = =. (5.55)
0/o 0 0 0 2 ]o 0 2

X

Figura 5.13: Superficie del ejemplo, y construccién del vector ds.
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5.7.2. Calculo de flujos en el caso de que el campo vectorial
forme un angulo constante con la superficie.
En muchos casos de interés practico suele darse que el campo vectorial cuyo flujo a

través de una superficie queremos calcular forme un dngulo constante con dicha superficie.
En ese caso, la expresiéon del flujo se simplifica a:

@://E-dfs*zcose// |E| dS, (5.56)
S S

donde 6 es el angulo que forman E y dS. Esta integral es mas facil de realizar, ya que no
tenemos que preocuparnos de como cambia la orientacion de ambos vectores a la hora de
hacer la integral.

Esta situacion se simplifica atin mas si el campo vectorial tiene el mismo mddulo sobre
todos los puntos de la superficie. En ese caso, se tiene que:

o = //EHdTQ — |E]| 0089// dS = |E| cost S, (5.57)
s s

donde S es el area de la superficie.

Los ejemplos més importantes en que F es constante en médulo (no en direccion) y
forma un angulo constante con dS son aquellos en los que el campo tiene simetria esférica
o cilindrica, y calculamos su flujo a través de ciertas esferas o cilindros.

e Flujo de campos con simetria esférica a traves de esferas

En problemas con simetria esférica es comtn encontrarse con un campo E dirigido en
la direccién radial desde un cierto centro, O, y cuyo médulo dependa sélo de la distancia
al punto O, 7:

|E(F)| = E(r). (5.58)

Por lo tanto, si queremos calcular el flujo de dicho campo a través de una esfera de radio
R centrada en el mismo centro, se cumple que E es paralelo a dS en todos los puntos de la
esfera(ver Fig. 5.14 (izquierda)). Por tanto, el flujo a través de la esfera vendra entonces
dado por:

o = @E -dS = @E dS = E(R) @ds = E(R) S = E(R) 47 R*. (5.59)
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Figura 5.14: Ejemplos de campos eléctricos que verifican E-dS = F dS: a través de una
esfera (derecha) y de una superficie cilindrica (izquierda).

e Flujo de campos con simetrias cilindricas a través de un cilindro

Otro caso similar al anterior y muy comun en problemas con simetria cilindrica, es
el de un campo eléctrico dirigido segun la direccion radial en coordenadas cilindricas, y
cuyo médulo dependa soélo de la distancia radial a dicho eje. En ese caso, el flujo de dicho
campo a través de una superficie cilindrica de radio R y altura h, y con eje dirigido segin
el eje z (ver Fig. 5.14 (derecha)) es realmente fécil de calcular:

@:@E-d@;:// E-d3’+// E-dis*:// E dS = E(R) 2rRh. (5.60)
S lateral bases lateral

donde el flujo a través de las bases es cero por ser ds y E perpendiculares.

5.7.3. Teorema de Gauss para el campo eléctrico

Tras esta introduccién de las herramientas matematicas, volvamos a la descripcién de
los campos eléctricos que nos ocupaba. En concreto, nos concentraremos en lo que se llama
el teorema de Gauss para el campo eléctrico, que no es sino una expresién matematica
que nos dice cuanto vale el flujo del campo E , creado por alguna distribucién de carga, a
través de una superficie cerrada arbitraria S.
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Antes de dar la expresion matematica para este flujo fijaros que, puesto que el flujo no
es sino una medida de la cantidad de lineas de campo que atraviesan una superficie, el flujo
de un campo eléctrico a través de una superficie cerrada serd nulo a menos que se creen
o se destruyan lineas de campo en el interior de la misma. Si no, todas las lineas que
entren en la superficie por algun lado salen de nuevo por algin otro lado, y le flujo neto
es nulo. Para visualizar esto, en la Fig. 5.15 se muestran las lineas de campo creadas por
una pareja de cargas positiva y negativa. Consideramos entonces tres superficies cerradas:
a la izquierda, una esfera que engloba a la carga positiva; a la derecha, una esfera que
engloba a la carga negativa; y arriba, una esfera que no engloba a ninguna carga. Fijaros
que el flujo neto de lineas que atraviesa la ultima es cero, ya que todas las lineas que
entran vuelven a salir.

Sin embargo, el flujo a través de la superficie esférica es positivo cuando engloba a la
carga positiva, y negativo cuando engloba a la negativa. Matematicamente esto se entiende
ya que, en el caso por ejemplo de la esfera que engloba a la carga positiva, el vector campo
E y el vector dS forman siempre menos de 90 grados y, por tanto, su producto escalar
E-dS > 0. En el caso de la esfera que rodea a la carga negativa, el campo E va dirigido
hacia dentro de la superficie mientras que ds apunta hacia afuera. Por ello, E-dS <0.

La deduccién matemdtica del Teorema de Gauss no vamos a darla aqui “. Nos li-
mitaremos a dar el resultado final, que nos dice que el flujo del campo E a través de
una superficie cerrada arbitraria, S, es proporcional a la carga total encerrada por dicha

superficie, Qg:
@E i = s (5.61)
S €0

donde ¢y = 1/47K®. Como dijimos, sélo es diferente de cero si la superficie engloba alguna,
carga; y es positivo si la carga total englobada lo es, y negativo en caso contrario.

5.7.4. Aplicacién del Teorema de Gauss al calculo de campo
eléctricos en sistemas con alto grado de simetria

El teorema de Gauss es una herramienta de gran utilidad para calcular campos eléc-
tricos en casos en los que la distribucion de carga que los crea tiene alguna simetria sencilla,
casi siempre cilindrica o esférica. El concepto de simetria es uno de los mas importantes en
Fisica, y permitira simplificar enormemente muchos problemas. Recordemos aqui algunas
definiciones que ya vimos en la parte de Cinemaética.

TAl final de esta seccién se incluye un material adicional en la que se muestra de donde se obtiene.
8Recordad que K =9 x 10°Nm?/C?
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Figura 5.15: Flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada.

Diremos que la distribucién de carga tiene simetria cilindrica si: 1) es invariante
bajo rotaciones alrededor de algin eje, que se conoce como eje de revolucién y 2)
es invariante bajo traslaciones a lo largo de dicho eje. Por ejemplo, un hilo infinito
y rectilineo, cargado uniformemente, tiene simetria cilindrica porque es invariante bajo
rotaciones alrededor del eje que contiene al mismo hilo y bajo traslaciones a lo largo de
dicho eje. De igual modo, si distribuimos carga uniformemente en un cilindro infinito, ésta
es invariante bajo rotaciones alrededor del eje generatriz del cilindro y bajo traslaciones
a lo largo del mismo eje.

Diremos que la distribucién de carga tiene simetria esférica si es invariante bajo
rotaciones alrededor de cualquier eje que atraviese un punto, conocido como centro.
Por ejemplo, en el caso de una distribucién de carga uniforme en una esfera maciza,
la distribucién es invariante bajo rotaciones alrededor de cualquier eje que pase por el
centro de la esfera. Lo mismo puede decirse de una distribucion de carga uniforme sobre
una cascara esférica.
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., Cémo se utiliza ahora el teorema de Gauss para calcular el campo creado por una
distribucion de carga dada con este tipo de simetrias? Pues la estrategia se basa en hacer
uso de la siguiente propiedad: si la distribucion tiene simetria esférica o cilindrica, entonces
el médulo del campo eléctrico que crea solo puede depender de la coordenada 7:

|E(7)| = E(r) (5.62)

siendo 7 la distancia al centro en el caso esférico, y la distancia al eje en el cilindrico.
Veamos como utilizar este hecho, en combinacién con el Teorema de Gauss, para calcular
el valor del campo eléctrico en los dos ejemplos siguientes:

e Ejemplo 1 [simetria cilindrica]: Campo creado por un hilo cargado infinito
con densidad de carga lineal uniforme \ (ver Ejemplo 1, Ley de Coulomb)

El problema tiene simetria cilindrica, ya que cualquier rotacion alrededor del eje que
contiene al hilo deja el problema invariante. Por lo tanto, debido a la simetria cilindrica
de la distribucién se cumple que |E(F)| = E(r): es decir, el campo tendrd igual médulo
en todos aquellos puntos que estén a la misma distancia del eje. Fijaros que el lugar
geométrico de todos estos puntos es superficie cilindrica de radio r, cuyo eje coincide con

el hilo.

En sequndo lugar, es importante darse cuenta de que el campo creado por el hilo en
cualquier punto del espacio, 7, estd dirigido necesariamente en la direccion radial respecto
al eje formado por el hilo:

E(7) = E(r),. (5.63)

Para verlo, basta con pensar en que la componente del campo eléctrico no dirigida en la
direccion radial, creada por cualquier elemento de longitud del hilo que esté por encima
del plano que contiene al punto, serd cancelado por el elemento simétrico respecto a dicho
plano que esté por debajo de éste (ver parte derecha de la Fig. 5.7).

Por lo tanto, solo nos resta calcular su modulo. Para ello, nos aprovechamos de que el
Teorema de Gauss nos dice que, para cualquier superficie cerrada S, el flujo a su través
tiene que ser igual a la carga que encierre (dividida por €,). Por tanto, si escogemos una
superficie con una forma tal que permita calcular este flujo aun sin saber la expresion del
modulo del campo eléctrico, podremos deducir el valor del modulo del campo de aplicar el
Teorema de Gauss. En el caso de este problema dicha superficie es un cilindro de radio r,
ya que en para esta superficie, los vectores E Yy dS son paralelos y el modulo del campo E
que no conocemos es constante sobre la superficie, con lo que puede sacarse de la integral
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del flujo:
@E - d% = B(r) @ds — B(r)2mrh, (5.64)
S S

donde h es la longitud del cilindro que mantenemos de momento. En cuanto a la carga
contenida en dicho cilindro serd:

Qs = \h (5.65)

Luego, usando el Teorema de Gauss para despejar el valor del modulo del campo, llegamos
a:

A

2e07T

E = i, (5.66)
que deberiais comparar con el Ejemplo 1 que hicimos al poner en prdctica con la ley de
Coulomb (ver Ec. 5.26). Claramente, el cdlculo es mucho mds sencillo aplicando el Teore-
ma de Gauss, que calculando las engorrosas integrales que tuvimos que resolver entonces.

e Ejemplo 2 [simetria esférical: Campo creado por una esfera mazica cargada
con densidad de carga de volumen p.

El problema tiene ahora simetria esférica, ya que si rotamos la esfera alrededor de
cualquier eje que pase por el centro de la misma, se mantiene invariante. Ahora, la sime-
tria nos permite saber que de nuevo |E(F)| = E(r) y que, ademds, el campo eléctrico va
a tener direccion radial desde el centro de la esfera cargada (como se ve por argumentos
totalmente andlogos al caso del hilo infinito):

E(7) = E(r)i,. (5.67)

Para aprovecharnos de esta informacion y calcular el valor de E(r) usando el Teorema
de Gauss vamos a elegir superficies con forma de esferas que pasen por el punto r donde
queramos calcular E(r), y que esten centradas en el centro de la esfera cargada. El motivo
es que el vector s perpendicular a estas superficies es paralelo al vector E en cada punto
de la esfera y, ademds, E(r) es constante sobre ellas. Por eso, el flujo del campo eléctrico
a través de esta esfera de radio r puede calcularse aunque no se sepa que vale E(r):

@E -dS = E(r)dmr?. (5.68)

S

Para aplicar ahora el Teorema de Gauss necesitamos calcular la carga contenida dentro
de la superficie que hemos escogido. Esta serd, sin embargo, diferente sir > R or < R.
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Sir > R, toda la carga de la esfera cargada esta dentro de la sequnda esfera:

A
Qs =Q= pgR?’ (5.69)
Sir < R, entonces tendremos que solo parte de la carga de la esfera cargada estard dentro
de la sequnda esfera. Podemos calcularla por una regla de tres, sabiendo que en una esfera
de radio R hay una carga total Q, en una de radio r tendremos:

donde se ha tenido en cuenta que p = Q/ (%R3).

Por tanto, al aplicar el teorema de Gauss igualando la Eq. 12 con la 13 ¢ la 14, ten-
dremos dos valores diferentes para el modulo del campo, E(r), segin queramos calcularlo
en un punto que esté dentro o fuera de la esfera cargada:

4_7rR3 R3
s - , >R
codmr?  3egr?
E(r) = (5.71)
am .3
P _ r<R

eodmr? 3¢y’

Es realmente pedagogico comparar la simplicidad de la solucion de este ejemplo usando
el Teorema de Gauss, con la del calculo del mismo campo usando la ley de Coulomb.

5.8. Fuentes escalares del campo eléctrico: operador
divergencia

En la primera seccién del bloque de Electrostatica vimos como se calculaba el valor
del campo E (7) si se conocia la distribucién de las fuentes del campo (es decir, las cargas
positivas y negativas en las que nacen/mueren las lineas de fuerza) a través de la densidad
de carga p. Bastaba con usar la ley de Coulomb. En esta seccién vamos a tratar de
resolver el problema inverso: como pueden localizarse las fuentes del campo eléctrico
si uno conoce la expresion del campo eléctrico a que dan lugar. Es decir, si uno sabe
que E(F) = Ey(z,y,2) i+ Ey(z,y,2) ]+ E.(z,y,2) k, donde las funciones E,, E,y
E. conocidas, ;jdonde estan situadas las cargas que lo crean?. Para ello, necesitaremos
introducir un operador diferencial nuevo, el operador divergencia.
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5.8.1. El operador divergencia

El operador divergencia es un operador diferencial de la misma familia que el opera-
dor gradiente y el operador rotacional que ya hemos discutido anteriormente. A diferencia
de éstos, la divergencia es un operador que actua sobre un campo vectorial E y pro-
duce como resultado un campo escalar que se denota como V - E , ¥ que tiene como
expresion:

0B, OE, OF.

V-E= 5.72
Ox i oy + 0z’ (572)

en coordenadas cartesianas.
e Ejemplo: Calcular la divergencia del campo vectorial E(x,y, z) = 2zy i+

3wyz? | — 22y k.
Para ello, basta con aplicar la definicion anterior:
-~ OE, O0FE, OFE,

V-E= + 2+ = 312° — 22, (5.73)

ox dy 0z

que es, como se dijo antes, una funcién escalar.

5.8.2. Fuentes escalares del campo eléctrico

Se llaman fuentes escalares de un campo cualesquiera a los puntos donde su diver-
gencia es diferente de cero. En el caso del campo eléctrico, dichas fuentes escalares son
precisamente las cargas eléctricas que lo crean. De esta forma, la divergencia del campo
sera positiva donde se localicen las cargas positivas, y negativa donde estén las cargas
negativas, y sera nula en los demas puntos del espacio. En concreto, se cumple que,

v E=L, (5.74)

€0

expresion que se conoce como la forma diferencial del Teorema de Gauss. Por ello,
si conocemos la expresion de un campo eléctrico, la densidad de carga que lo crea puede
obtenerse como p(7) = ¢V - E(r).

e MATERIAL ADICIONAL®

9Podeis obviar lo que resta de la seccién; sélo lo incluyo para completar la discusién para el que tenga
curiosidad de entender cémo se demuestra que la divergencia del campo eléctrico permite realmente
localizar donde estan las cargas.

(©) 2004 Ratl Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



151

¢ Por qué es esto asi? Bueno, pues recordemos primero que el flujo del campo eléctrico
a través de una superficie cerrada es, por el Teorema de Gauss, tgual a la carga encerrada
en dicha superficie (salvo una constante):

@E LdS =25 (5.75)
S €0

Y esto es verdad para cualquier superficie cerrada. Ahora, pensemos en lo siguiente. Si
yo quiero saber si en un punto T hay carga, puedo hacer lo siguiente. Considero un dife-
rencial de volumen dV que contenga a dicho punto. Supongamos que tiene la forma de
un paralelogramo con lados dz, dy y dz como el que se muestra en la Fig. 5.16 (lo que
sigue es independiente de la forma del diferencial de volumen, por lo que he elegido la
forma mas simple). La superficie exterior de dicho cubo Sgy es una superficie cerrada vy,
por tanto, el flujo del campo eléctrico a través del diferencial nos tiene que dar (salvo el
factor €y) la carga contenida en el diferencial de volumen, d@Q. Por lo tanto, la densidad
de carga p dentro de dicho diferencial de volumen tiene que ser, aplicando la definicion

de la misma:
p(F) = lim 40 lim —~5 (5.76)

av—0dV ~ dv—0 dv

Bueno, pues veamos ahora que se cumple que:

@E-dﬁ?
AN P S v )
dim 2 V-E. (5.77)

Calculemos para ello lo que vale el flujo del campo a través del diferencial de volumen dV .
Puesto que el paralelogramo que forma dV tiene seis caras, el flujo a su través es igual
a al suma del flujo a través de todas estas caras. Calcularemos estos flujos por separado,
comenzando por la cara 1 del cubo, que estd situada en x + dx/2 (ver Fig. 5.16). Puesto
que la superficie es muy pequena, el flujo a su través puede aproximarse como si el campo
eléctrico fuera constante sobre ella:

Depra 1 = E(x +dx/2,y,2) - dydz 1 = Ey(x + dx/2, x,y)dydz. (5.78)

Si miramos ahora la cara 2, situada en x —dx /2, y haciendo la misma cuenta tenemos

que:
Dera 0 = E(x —dx/2,y,2) - dydz i = —E,(x — dx /2, z,y)dydz, (5.79)
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carg
dV=dxdydz |

\ carad__
i dz
Punto (x,y,z)///—\\ S—cara2

i(// dx cara3

caral dy carab

Figura 5.16: Esquema del diferencial de volumen ciibico, centrado en el punto (z,y,2) y
de dimensiones dz, dy y dz usado para la demostracion.

donde el menos aparece porque ds Y E son antiparalelos. Ahora, el flujo total en la direc-
cion de las x serd la suma de Peara 1 Y Peara 2-

o, = . dxdydz =

(5.80)

E.(x+dx/2,z,y) — E.(x — dz/2,z,y)
B dx av.

Fijaros ahora que los flujos en las direcciones Y (a través de las caras 3y 4) y Z (a
través de las caras 5 y 6) pueden calcularse exactamente igual, dando como resultado:

Ey(x>y + dy/2,Z> - Ey(x7y - d’y/272>

= dv. 5.81
Y dy ) ( )

o

z

Por lo tanto, encontramos que al tomar el limite en el que dV se hace muy pequeno
(equivalente a hacer dx,dy,dz — 0), vemos que se cumple lo que ya adelantdbamos en la
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FEe. 5.77:

@E'ds R

lim ==2— =

av—o  dV Voo av
E.(x+dx/2,z,y) — E.(x — dz /2, z, y)+

=% iz

dy—0 dy
+ lim E.(x,y,z+dz/2) — E.(z,y,z — dz/2) _

dz—0 dz

OoE, O0E, 0L, -
= =V.-FE

ox + oy * 0z
Por lo tanto, hemos encontrado que:
p(F) = &V - E, (5.84)

como queriamos demostrar.

Bueno, y scomo se pasa de la formulacion diferencial del Teorema de Gauss (Eec. 5.74),
v.E=" (5.85)

a la formulacion integral dada por (Ec. 5.61)

@E s = 959 (5.86)
S

€0

Pues basta para ello aplicar el llamado Teorema de la Divergencia que nos dice
que, para cualquier campo vectorial A se cumple que:

// V-AdV = @A’. ds, (5.87)
S
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donde S es una superficie arbitraria que encierra al volumen V. Fijaros que, si lo aplica-
mos al vector E, usando la formulacion diferencial del Teorema de Gauss, se cumple que
la parte de la izquierda vale:

///V.EdV:///édV:é///pdV:%’ (5.85)

con lo que se recupera la formulacion integral del Teorema de Gauss.

5.9. El potencial eléctrico

Al igual que en Mecanica se puede asociar a toda fuerza conservativa una energia
potencial, se puede asociar a la interaccién eléctrica descrita por la Fuerza de Coulomb
una energia potencial eléctrica.

5.9.1. Energia potencial eléctrica

El campo de fuerzas asociado a la interacciéon de Coulomb entre cargas eléctricas, dado

por
/

Fi) = K- (7—7) (5.89)
|7 = 7|
es un campo conservativo. Esto puede comprobarse utilizando el criterio del determinante
mencionado en la Introduccién a la Mecanica. Por lo tanto, es posible encontrar una
funcién energfa potencial, U(7), que verifique que F(7) = —VU(F). La forma de esta
energia potencial eléctrica viene dada por:

/

7|’

U = K

(5.90)

como puede comprobarse sin mas que aplicar el operador gradiente sobre la funcién an-
terior.

Esta funcion energia potencial eléctrica U verificara todos los resultados vistos en la
introduccién de la seccion anterior. En particular, el principio de conservacion de la
energia mecanica, que se definird ahora como:

Epee() = Ey() + U(F). (5.91)

y el principio de superposiciéon de energias potenciales, que establece que la energia
potencial total en un punto del espacio, sera igual a la suma de todas las energias poten-
ciales individuales que existan en dicho punto.
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e Ejemplo: Consevacion de la energia mecanica en el movimiento de una
particula cargada en presencia de otra.

Supongamos que tenemos una particula de carga ¢ = 2C fija en el origen. Si se
abandona una carga ¢ = 10uC de masa m = 1,6 x 1072kgr en el punto A = (2,3,0), cual
serd su velocidad cuando su distancia al origen sea el doble de la inicial?

La distancia inicial de la carga q del origen serd: ds = |(2,3,0)| = v/13. Luego quere-
mos saber la velocidad cuando esté en un punto B que diste dg = 2v/13 del origen. Como
la fuerza estd dirigida segun la recta que une ambas cargas, el punto B estard en la recta
que pasa por A y por el origen. Puesto que ha de conservarse la energia mecdnica de la
carga, tiene que cumplirse que:

/ 2 / / /
E;?+U(A)=E;f+U(B):>O+KZ—q:m;}BJrKfl—q—wB:\/@ (Kﬁ—z{ﬂ>
A B

e Ejemplo: Aplicacion del principio de superposicién de potenciales en el calcu-
lo de la energia potencial de una carga en presencia de un conjunto de cargas
fijas.

Supongamos que tenemos una carga g = 2C fija en el origen y una sequnda carga
@2 = —1C fija en el punto P = (2,1,—-2). ;Cudl serd la energia potencial de una carga
q = 3uC' situada en el punto A = (3,1,0)?

La energia potencial de la carga q serd igual a la suma de la energia potencial que
tendria si solo existiese la carga en el origen,

EMA) = k4 (5.93)
! doa
y la energia potencial que tendria si solo existiese la carga en P:
B2(A) = K12 (5.94)
P dpa

La distancia entre el punto A y el origen es:
doa = V32 + 12+ 02 = V10, (5.95)

mientras que la distancia entre el punto A y P es:
dpa=+/(3-22+(1—12+(0—(-2))2 = V5. (5.96)
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5.9.2. Potencial eléctrico

Es importante recordar que, en el tema sobre el Campo Eléctrico, se hizo necesario
la introducciéon del campo eléctrico para evitar problemas de tipo fisico relativos a la
propagacion de las interaciones eléctricas. Del mismo modo que, asociada al concepto
de fuerza aparece de manera natural el de energia potencial, vamos a introducir ahora
el concepto de potencial eléctrico asociado al de campo eléctrico. Veremos que se usa
del mismo modo que éste: si queremos saber la fuerza que una carga g experimenta
en un punto, multiplicamos el campo eléctrico existente en dicha posicién por la carga;
analogamente, si queremos saber la energia potencial que tiene una carga por el hecho de
estar en una determinada posicién, multiplicaremos el potencial eléctrico por la carga.

Recordemos la forma matematica en que introdujimos el campo eléctrico. Para ello,
lo definfamos la fuerza por unidad de carga creada por la carga ¢’ en cada punto del
espacio (y recordar que existia desde siempre, con indiferencia a la existencia de una
segunda carga que recibiese la fuerza, lo que arreglaba los problemas de propagacion de

la interaccién):
/

() = F(i)/q = K——5 (7 = 7). (5.97)
=7
Una vez conocido el campo creado por ¢’ en cada punto, se calculaba la fuerza que
apareceria sobre una carga ¢ situada en un punto r usando que:

—

F(7) = ¢E(7) (5.98)

Del mismo modo, el potencial eléctrico, V', creado por la carga ¢ en cada punto se
define como la energia potencial eléctrica adquirida por unidad de carga:

/

q
=7l

V() =U/¢=K

(5.99)

De este modo, andlogamente a lo que pasaba con el campo eléctrico, la energia poten-
cial eléctrica que adquiere una carga ¢ al situarse en un punto r sera:

UF) = qV (7). (5.100)

5.9.3. DPotencial eléctrico creado por una distribucion continua
de carga

De manera andloga a como calculdbamos el campo creado por una distribucién conti-
nua de carga, aplicando el principio de superposiciéon, puede obtenerse el potencial eléctrico
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X V’

Figura 5.17: Divisiéon de un volumen en diferenciales dV'.

creado por una distribucién continua de carga aplicando el principio de superposicion de
potenciales.

Si volvemos a suponer, como en el tema sobre el Campo Eléctrico, que la carga esta
repartida en un volumen V' de acuerdo a una densidad de volumen p(7) (ver Fig. 5.17).
Dividiendo el volumen en pequenos diferenciales de volumen, AV’, tan pequenos que
podamos describir su posicién mediante un vector 77, la carga contenida en cada uno de
esos diferenciales serda Aq’ = p(7)AV’. El potencial que este pequenio diferencial crea en
el punto 7 sera, usando la Ec. 5.99:

p() AV’
AV(7) = K |(Fz = (5.101)

Por lo tanto, aplicando el principio de superposicién de potenciales, el potencial total
creado por el volumen V’ en el punto 7 serd la suma (integral) de los potenciales creados
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por cada uno de los diferenciales AV’ que conforman el volumen:

V() = K///V |7f<_f’7)7,|dv’. (5.102)

En el caso de que la carga esté distribuida sobre una superficie, S’, sobre la que hay
definida una distribucién superficial de carga, o(7"), tendremos que:

V(r) = K/S, |;(_F;,|d5’. (5.103)

Y sila carga esta distribuida sobre una linea, C”, sobre la que hay definida una densidad
lineal de carga, A(7"), calculamos el potencial usando:

ATy (5.104)

o =7

V(i) = K

Muchas veces es mas facil calcular el potencial eléctrico creado por la distribucién que
calcular directamente el campo eléctrico creado por ésta usando las expresiones derivadas
en el tema sobre el Campo Eléctrico. Una vez calculado, puede obtenerse el campo sin

—

més que calcular el gradiente de V (7)

5.9.4. Calculo de potenciales eléctricos

Las expresiones dadas por las Eqs. 5.102-5.104 proporcionan una manera para calcular
directamente el potencial eléctrico creado por una distribucion arbitraria de carga descrita
por una densidad de carga p(r) (o o(7) o A(7)). En general, son méas sencillas que las
analogas que ya obtuvimos para la generalizacion de la Ley de Coulomb que nos daba
el campo eléctrico (ver Egs. 5.13-5.17) ya que las nuevas son integrales de expresiones
vectoriales sino escalares. Y de ellas, una vez obtenido el potencial en todos los puntos del
espacio, se puede obtener el campo eléctrico sin mas que aplicarles el operador gradiente.

Sin embargo, estas ecuaciones siguen siendo bastante complicadas. Por suerte, existe
otra manera de calcular el potencial eléctrico, pero que requiere conocer antes el valor del
campo eléctrico. Basta para ello con invertir la relacién,

E(f) = —VV (1) <= V(7) = — / E(F) - dr, (5.105)

70

que ya vimos en Mecanica. Recordar que, como dijimos entonces, el gradiente es una
especie de derivada tridimensional cuya inversa es la integral de linea. En cuanto al limite
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inferior de la integral, 7, es totalmente arbitrario. Representa la libertad que se tiene
siempre de elegir una funcion potencial que se anule en el punto que nosotros queramos.
En este caso, en 75 (como puede verse si sustituis 7 = 7 en la integral anterior, ya que la
integral entre un punto y él mismo es siempre nulal).

En general, la Ec. 5.105 es también complicada de calcular y, ademas, requiere conocer
previamente lo que vale el campo eléctrico. Sin embargo, puede ser muy util cuando
somos capaces de calcular el campo eléctrico E de manera sencilla como, por ejemplo,
aplicando el Teorema de Gauss. Veamos algunos ejemplos, asociados a los casos en los
que la existencia de simetria cilindrica, esférica o de traslacién nos permite aplicar dicho
teorema para calcular previamente el valor del campo eléctrico:

1. Problemas con simetria cilindrica o esférica

En los casos de simetria cilindrica o esférica, el campo sélo depende de la distancia
al eje o centro de simetria, y va dirigido en la direccién radial:

E(7) = E(r),. (5.106)

Introduciendo esto en la Ec. 5.105, puede entonces obtenerse el potencial de forma
muy sencilla calculando la integral:

Vi(r)=— / FE(r)ﬁr dr = — / TE(r)dr, (5.107)

70 o

ya que 1, - dr = dr, por ser la componente en la direccion radial del vector despla-
zamiento.

¢ Ejemplo: Potencial eléctrico creado por un cilindro infinito de radio R,
cargado homogéneamente con densidad de carga p.

Primero necesitamos calcular el campo en las dos regiones r > R yr < R. Como
vimos en el tema sobre el Campo Eléctrico, el problema tiene simetria cilindrica y
el campo direccion radial. Por lo tanto, cogiendo como gaussianas cilindros infinitos
de radio r, y aplicando el teorema de Gauss, tenemos que para r < R:

_

E(r)2nrh = prr’h/ey = E(r) = 5. Ur-
€0

(5.108)
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Para r > R, toda la carga del cilindro esta contenida dentro de la guassiana, asi
que:

2
E(r)2nrh = prR*h/ey = E(r) = ﬁur (5.109)

2r€g

Para calcular el potencial, y cogiendo ro = 0, tenemos que para r < R:

T 2
pr pr
- _ dr = - A1
V(r) % r 1o (5.110)
mientras que para r > R,
pR? pR?  pR?
E— — d &— d = — — e l r —
vir) /0 2€q / 2reg " 4eg 2€q In(r)]x
(5.111)
B pR2
= T oa [2 + ln(r/R)]

Y fijarse como ambas expresiones dan el mismo valor de potencial si r = R, y que
V(0) =0 ya que escogimos ro = 0.
2. Problemas con simetria de traslacion

En muchos problemas existe simetria de traslacion respecto de dos de los ejes coor-
denados (por ejemplo, en el caso de un plano infinito). Supongamos que sean los ejes
X e Y. El campo eléctrico y el potencial eléctrico s6lo pueden entonces depender

de la coordenada z: . .
E(7) = E.(2)k. (5.112)

Sustituyendolo en la Ec. 5.105, obtenemos el potencial resolviendo:
V(z) = —/ E.(2)k - dr = —/ E.(2)dz, (5.113)
'FO zZ0

ya que la componente z de dr es dz, y siendo z = 2 el plano donde el potencial se
anula.

¢ Ejemplo: Potencial eléctrico creado por un plano infinito cargado ho-
mogéneamente con densidad superficial de carga o.
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Figura 5.18: Potencial y campo eléctrico creado por un plano infinito cargado uniforme-
mente.

Como ya se ha visto en clase, el campo creado por un campo infinito se puede calcular
usando el teorema de Gauss. Para ello, tomamos coordenadas de manera que los ejes
X eY esten contenidos en el plano, y el eje Z nos de la distancia perpendicular
a €l. El campo creado por el plano serd perpendicular al plano y dependerd solo
de z, ya que tenemos simetria de translacion a lo largo de los ejes X e Y (ver
teoria en esta misma seccion). Para calcular el campo escogemos como gaussiana un
paralepipedo, formado por dos caras rectangulares de drea S, paralelas al plano y que
distan de éste £z, y cerrado por cuatro caras rectangulares perpendiculares al plano
(ver Fig. 5.18). Puesto que el campo es paralelo a las cuatro caras perpendiculares
al plano, el flujo a través de ellas es cero. El flujo a través de las dos caras paralelas
al plano serd idéntico, ya que ambas estin a la misma distancia del plano. Por lo
tanto tenemos que, aplicando el teorema de Gauss, el modulo del campo vale:

%5 LBy =Z (5.114)
€0 2€q

2E(2)S =
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y va dirigido hacia fuera del plano. FEs decir, en direccion +k para z > 0, y en
direccion —k, para z < 0.

Sin embargo para aplicar la Fc. 5.113, hemos de usar la componente z del campo,
que se relaciona con el mddulo como E,(z) = E(z) = 0/2¢y para z > 0:

o oz
Viz) =— —dz = —— 5.115
0= | gt =5~ (5115)

y E.(z) = —E(z) = —0/2¢, para z < 0:
V(z) = —/OZ(—i)dz =7z (5.116)

Observese de nuevo que el potencial que se obtiene para z = 0 es el mismo para
ambas expresiones, e igual a cero, ya que escogimos zg = 0.

5.10. Energia electrostatica

Como vimos, es posible almacenar energia en un campo de fuerzas conservativos (re-
cordar el ejemplo que vimos con el campo gravitatorio en la Sec. 2.12). Y la fuerza de
Coulomb es también una fuerza conservativa. Por lo tanto, también es posible almace-
nar energia proviniente de una fuerza externa en forma de energia potencial eléctrica,
forzando a las cargas a permanecer en posiciones que no correspondan a minimos de la
energia potencial. Por ejemplo, consideremos el potenical eléctrico creado por una carga
q1, situada en el punto 77:

(5.117)

Si colocamos ahora una carga ¢» en un punto arbitrario, 15, ésta adquiere una energia
potencial eléctrica dada por:

q1G2
7 — 7|

Us(7a) = Vi(72) = K (5.118)
Si ambas cargas tienen el mismo signo, entonces ¢;q» > 0 y por tanto la energia potencial
eléctrica de g9 serd positiva y tanto mayor cuanto més juntas estén ambas cargas, ten-
diendo a cero cuando la separacién tiende a infinito; si tienen diferente signo, y por tanto,
q1q2 < 0, serd negativa y tanto mayor cuanto mas separadas estén las cargas, tendiendo
otra vez a cero cuando la separacion tienda a infinito (ver Fig. 5.19 y compararla con
Fig. 2.4). Esto implicaria que, abandonada ¢, a su suerte, ésta se moveria espontinea-
mente alejandose de ¢; en el primer caso y acercandose hacia ¢; en el segundo, a menos
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99 >0

Figura 5.19: Energia potencial eléctrica adquirida por la carga ¢» debido al campo creado
por la carga ¢; en funcién de su distancia mutua.

que exista una fuerza externa que la mantenga en 7 (es importante notar que este com-
portamiento es precisamente lo esperable, puesto que sabemos que cargas de igual signo
se repelen, y de diferente signo se atraen). Y por lo tanto, la cantidad de energia contenida
en forma de energia potencial en la carga ¢, serd mayor cuanto mas cerca de ¢, retengamos
a ¢ en el primer caso, y cuanto mas lejos de ¢; en el segundo. Podremos recuperar.®ta
energia sin mas que hacer desaparecer las fuerzas que retienen a ¢o en su posiciéon, como
en el caso de la piedra visto anteriormente.

La cantidad de energia almacenada en las cargas en forma de energia potencial es lo
que se denomina energia electrostatica del sistema de cargas {q;, ¢»}. Para calcularla,
en el caso de dos cargas de igual signo, basta mirar cuanto aumenta la energia potencial
de las cargas cuando se traen, una por una, desde infinito (donde vale cero):

q192

W tarae} =0+ qVi(ih) = K .
|7 — 71

electrostatica

(5.119)

La contribucién asociada a la primera carga es cero puesto que, antes de traerla, no existe
ningun campo eléctrico. Por lo tanto, la carga ¢; no gana ninguna energia potencial al
desplazarse de un punto a otro. Sin embargo, una vez traida la primera carga hasta 7,

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



164

aparece una funcién potencial, V;(7), debida a ella. Por lo tanto, la segunda carga si ve
como cambia su energia potencial al desplazarla desde el infinito (donde es 0) hasta su
posicién final 7, y es por tanto necesaria la accién de una fuerza que venza la repulsion
entre ambas cargas.

La expresion dada por la Ec. 5.119 tiene una interpretacion distinta cuando q; y ¢
tienen signos opuestos. La diferencia es que ahora, g, es atraida por ¢;, con lo que ¢y se
mueve espontaneamente desde el infinito hacia ¢;, y por tanto, su energia potencial
disminuye. Ciertamente, mirando la Fig. 18, resulta evidente que el méaximo de energia
potencial para cargas de diferente signo se obtiene para una distancia entre cargas igual
a infinito. Por lo tanto, no sélamente no se almacena energia potencial al traer g, desde
infinito, sino que se pierde. La Ec. 5.119 da precisamente la disminucion de energia po-
tencial de la carga por pasar de infinito a la posicion final 75. Es por eso, que el signo de
la energia electrostatica es negativo en este caso.

5.10.1. Generalizaciéon a un sistema discreto de cargas

Si intentamos ahora traer una carga ¢z al punto 73 desde el infinito, la energia potencial
que adquirira sera igual, aplicando el principio de superposicion de potenciales, a:

Us(73) = q3V1(73) + ¢3Va(73), (5.120)

donde V5(7) es el potencial asociado al campo eléctrico creado por la segunda carga:

Va(F) = K

L4 i (5.121)

|’F- T9
Por lo tanto, el sistema de cargas {qi, g2, g3} almancena una cantidad de energia elec-
trostatica igual a la suma de las energias potenciales .?lmacenadas.® cada carga:

wlawaes) + @2 Vi(T5) + g3 (Vi(T5) + Va(r3)) =

electrostatica

(5.122)

th{ LK qQ1Q3H LK q%ng _
‘7’2—7”1‘ ‘7“3—7”1| ‘7"3—7”2|

= K
Es importante darse cuenta que es posible que algunos de estos sumandos sea positivo y
otros negativos, dependiendo del signo relativo de las cargas.

Es facil ver que la Ec. 5.122 puede reescribirse como:

1 1 1

W = S0V () + 56V (%) + 56V (), (5.123)
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definiendo el potencial eléctrico total, V() = V(7)) + Va(r) 4+ V3(7), siendo V3 el potencial
creado por la carga g3 (para asegurarse de la validez de la Ec. 5.123, substituyanse en ella
las definiciones de los potenciales V; y Vo y V3 y compérese con la Ec. 5.122).

Se puede extender facilmente la expresion anterior al caso de un sistema con N cargas,
{q1,q2, ..., qn }, sin més que construir la suma:

N
1 .
Wikt = 5 2 6V (7). (5.124)
i=1

donde hemos definido el potential eléctrico total como la suma de los potenciales creados
por todas las cargas en cada punto, V(7) = S, Vi(7). Como veremos, la Ec. 5.124
sera la base de la generalizacion del concepto de energia electrostatica a una distribucion
continua de carga.

e Ejemplo: Calcular la energia electrostatica almacenada en la configuracién
de cargas de la Fig. 5.20

Supongamos que la primera carga que traemos de infinito es q;. Puesto que no existe
ningun campo eléctrico previo, la carga no experimenta cambio alguno en su energia po-
tencial, y por tanto, no contribuye a la energia electrostatica del sistema. Sin embargo, una
vez qq estd en el vértice superior derecho, crea un campo eléctrico y un potencial eléctrico
asociado, V1 (), en todos los puntos del espacio. Por lo tanto, si ahora queremos traer
g2 hasta el vértice inferior derecho, su energia potencial pasard de cero a:

- a1
Uy = 2 Vi(73) = g2 K% (5.125)
Una vez gy estd situada en el vértice inferior derecho, creard a su vez un campo y un
potencial asociado, Vo(T). Por lo tanto, al traer g3 hasta el vértice inferior izquierdo, su
energia potencial pasard de cero a un valor dado por:

(5.126)

Ugp = g3 Vi(73) + q3Va(7s) = g3 K { 0 qz]

+ =
2\/§a 2a

A su wez, q3 creard su propio campo y potencial, V3(7). Finalmente, al traer q4 al
vértice superior izquierdo, su energia potencial pasard de cero a:

q1 q2 %] (5.127)

Uy, = a1 V(7)) + aaVa(7) + aaVa(7) = qu K {_ N .

2a 2\/§a
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2a

2a

¢ ")
q3 qz

Figura 5.20: Sistema de cargas distribuidas en los vértices de un cuadrado de lado 2a.

La energia electrostdtica total almacenada en el sistema de cargas {q1,qo,qs,qa} ven-
drd por tanto dada por:

: K | qaq 439

Wittt} = 0+ Uy, + Uy, + Uy, = % 722 + qaq1 + qug3 + %
Notese que alguno de los términos en el corchete serdn negativos, si algunas de las cargas
son positivas y otras negativas.

+ q3q2 + @2qn | (5.128)

Es posible automatizar notablemente el cdlculo de ésta energia si, en lugar de traer
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cada carga una a una desde infinito, usamos la Fc. 5.124:

1 - . R "
W{Q17q2,fI3,q4} - (qlv(rl) + QQV(TQ) + q3V(T3) + Q4V(7“4)) =

electrostatica 2
q4
K—+ K K— K K K

2[ * \/_a+ 2a] 2[ 2a+ 2a+ zfa]

+@ {K +KE2 N } [K iy i +KQ3]:
2\/_a 2a 2a 2 2\/_a

K [ a3 ]
= + + +— + + y

2a {\/5 441 T G443 \/5 q3q2 T 4241

(5.129)
que nos da el mismo valor que anteriormente.

5.10.2. Generalizacién a un sistema continuo de cargas

Es también fécil el generalizar la Ec. 5.124 para el caso en que tengamos una distri-
bucién continua de cargas caracterizada, por ejemplo, por una densidad volumétrica de
carga p(7). Para ello, volvemos a a fijarnos en la Fig. 5.17.

De nuevo, el diferencial de volumen situado en ¥ almacenara una carga igual a dq’ =
p(7)dV"’, y el valor del potencial eléctrico en dicho punto serd igual a V(7). Por lo tanto,
por similitud con la Ec. 5.124 que nos daba la energia electrostatica almacenada en un
sistema discreto de cargas asignado a cada carga ¢; una contribucién a la energia total
a (1/2)q;V (1), podemos escribir que la contribucién a la energia total almacenada en la
distribucién continua del diferencial dV' serd:

1 1
dWelectrostatica - adq/V(T_j) - QP(F)V(F/)CZV/ (5130)
Por tanto, sumando esta contribucién sobre todos los diferenciales que componen

el volumen, tenemos que la energia electrostatica total almacenada en la distribucion
continua de carga es igual a:

1
Welectrostatica = 5 /// P(W)V(fl)dvl, (5131)

donde la integral se extiende a todo el volumen donde estan contenidas las cargas.
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5.10.3. Densidad de energia electrostatica

Concluiremos esta secciéon dando un resultado sin demostracién: la definicion de lo
que se llama densidad de energia electrostdatica, w.. Como cualquier otra densidad, w,
caracteriza como esta repartida la energia electrostatica por unidad de volumen, de forma

que:
d
we(f) a dv (Welectrostatica) s (5132)

Welectrostatica = /// We (7?) av. (5133)
\%

Sin embargo, fijaros que la integral que aparece en la Ec. 5.133 se hace sobre todo el
espacio tridimensional, a diferencia de la dada por la Ec. 5.131, que se hacia sélo sobre
el volumen V' donde estaban contenidas las cargas.

y, reciprocamente,

Para encontrar la expresion de w, es necesario manipular matematicamente la Ec. 5.131,
hasta convertir la integral sobre V'’ en una sobre todo el espacio. La manera como esto se
hace no la vamos a tratar aqui (ver el libro de Reitz-Milford, Seccién 6.3 para los detalles),
pero si vamos a dar el resultado:

co| E(7) |2
we(7) = % (5.134)
.Y qué significa esta expresion? Bueno, pues que la energia electrostatica almacenada
por nuestra distribucién de cargas se emplea en crear el campo eléctrico E que llena todo
el espacio. Ademas,estd concentrada en aquellos puntos en los que el campo es mds alto
(observar que la densidad de energia electrostatica va con el cuadrado del médulo del

campo).
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Capitulo 6

ELECTROSTATICA EN MEDIOS
MATERIALES

Hasta ahora nos hemos preocupado de estudiar interacciones entre cargas que se en-
contraban en el vacio. Sin embargo, en la préctica, todos esos electrones y protones se
encuentran dentro de algiin medio material. Por ello, en este bloque vamos a estudiar cual
es la fenomenologia de los medios materiales en presencia de campos eléctricos. Veremos
que se dividen en dos grandes grupos, los conductores y los dieléctricos o aislantes, depen-
diendo de si en ellos existen electrones (quasi)-libres que puedan moverse en presencia de
algtin campo eléctrico o no. Asimismo, estudiaremos como reformular las ecuaciones de
la Electrostatica para poder incluir a estos medios en la descripcion de las interacciones
entre particulas cargadas.

6.1. MEDIOS CONDUCTORES

La definiciéon mas general y menos comprometida de lo que constituye un medio con-
ductor es la de un medio en el que existen cargas eléctricas (quasi)-libres, susceptibles
de moverse bajo la influencia de un campo eléctrico. El ejemplo méas comin es el de los
metales. Una imagen de estos sélidos, quiza un tanto simple, pero suficiente para nues-
tros propdésitos, es la constituida por una red tridimensional de iones pesados positivos,
que se mantienen fijos en sus posiciones. Entre ellos se mueven ”quasi-libremente”, y sin
poder escapar del material conductor, los llamados electrones de conduccién, tantos
como sean necesarios para que la carga total del conductor sea cero.
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6.1.1. Propiedades generales

Si el medio conductor se expone ahora a un campo eléctrico externo, veriamos que
los iones mantendrian fijas sus posiciones, mientras que los electrones de conduccién se
desplazarian dentro del conductor, empujados por la fuerza eléctrica asociada al cam-
po externo, hasta que se alcance un nuevo estado de equilibrio. La existencia de dicho
equilibrio requiere que, de algiin modo, el campo eléctrico en el interior del conductor
desaparezca (si no, continuaria existiendo una fuerza eléctrica sobre los electrones, que
seguirfan su movimiento indefinidamente). Para contrarrestar el campo externo, los elec-
trones se redistribuyen, dando lugar a una densidad de carga, p(7') # 0, capaz de producir
un campo que, al sumarse al exterior, lo anule en todas posiciones interiores del conduc-
tor. Y fijaros que esto se realiza sin que aparezca carga de la nada en el conductor. Si
éste era inicialmente neutro, la densidad de carga que ha aparecido tiene que cumplir
necesariamente que:

Q= [ p(F)dV' =0 (6.1)

V/

Por tanto, como primera conclusion de esta disquisicién, puede extraerse el que:

1. El campo eléctrico siempre es cero en el interior de un conductor en
equilibrio.

Pero podemos decir mas cosas sobre el comportamiento de un conductor usando el

teorema de Gauss:
7{ B.db=%5 (6.2)

€0

o0, en palabras, que el flujo del campo eléctrico a través de cualquier superficie cerrada es
proporcional a la carga encerrada por dicha superficie. Sin embargo, puesto que el cam-
po eléctrico es cero dentro de un conductor en equilibrio, el flujo a través de cualquier
superficie cerrada contenida en el conductor ha de ser cero. E igualmente ha de ser cero
la carga contenida en cualquier superficie contenida en el conductor (por ejemplo, las
superficies Sy, So v S3 de la Fig. 6.1). Por lo tanto, la densidad de carga eléctrica séla-
mente puede ser distinta de cero sobre la superficie exterior de un conductor en equilibrio.
Matematicamente esto quiere decir que en el conductor en equilibrio no puede definirse
una densidad volumétrica de carga, p(7') # 0, sino solamente una densidad superficial

de carga o(7) # 0.

Por lo tanto, podemos afirmar que:
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S3

Figura 6.1: Distintas superficies cerradas en el conductor donde no puede haber carga
neta

2. La redistribucién de carga que tiene que ocurrir en el conductor para
garantizar que el campo eléctrico se anule en su interior ha de tener lugar
Unicamente sobre la superficie exterior del mismo.

Por argumentos similares a los anteriores puede afirmarse también que la superficie
de un conductor en equilibrio ha de ser equipotencial. Ya que imaginemos que no lo
fuera. En la tema anterior vimos que las cargas se desplazan espontaneamente hacia
aquellos puntos donde su energia potencial se hace menor. Por lo tanto, si hay dos puntos
de la superficie del conductor, A y B (ver Fig. 6.2), con V(B) > V(A), los electrones
se desplazarian desde el punto A hacia el B (recordad que la energia potencial de los
electrones seria U(7) = —eV/(7), con lo que jU(A) > U(B)!), y el conductor no estarfa en
equilibrio. Por tanto,

3. El valor del potencial eléctrico ha de ser constante sobre la superficie de
un conductor en equilibrio

Y por un argumento absolutamente andlogo, no puede existir un campo eléctrico
tangente a la superficie externa del conductor si éste esta en equilibrio. Ya que si lo
hubiese (ver Fig. 6.3) apareceria una fuerza paralela a la superficie sobre los electrones
que los desplazaria, y el conductor no podria estar en equilibrio. Por lo tanto,
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V(A) <V(B)= U(A) >U(B

A e_ B

Figura 6.2: La superficie de un conductor en equilibrio ha de ser equipotencial, ya que
en caso contrario los electrones se moverian del punto con menos potencial al de mas
potencial

4. El campo eléctrico solo puede estar dirigido perpendicularmente a la
superficie de un conductor en equilibrio.

6.1.2. Procesos de Carga en un conductor

Los conductores, como casi toda la materia que nos rodea, son eléctricamente neutros
en condiciones normales. Es decir, tienen igual nimero de cargas positivas que negativas,
con lo que su carga total es () = 0. Y esta situacion se mantiene incluso en presencia
de un campo eléctrico externo, cuando hemos visto que la carga del conductor ha de
redistribuirse para dar lugar a una densidad de carga p(7) # 0 que anule el campo eléctrico
en su interior.

Sin embargo, es posible cargar un conductor de manera que su carga total Q) # 0.
Una de las maneras mas comunes de hacerlo es por induccién. Para ello, tomamos dos
conductores aislados y neutros, y les aproximamos un cuerpo cargado negativamente (ver
Fig. 6.4). La carga en los conductores se redistribuird para garantizar que en su interior
el campo eléctrico se anule, con lo que se obtiene una distribucién de carga semejante a
la que se ve en la figura. Si ahora unimos ambos conductores por un cable, se produce
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Figura 6.3: El campo eléctrico ha de ser normal a la superficie exterior de un conductor
en equilibrio o los electrones se desplazarian sobre la superficie

un flujo de cargas entre los dos conductores para que sus superficies se pongan al mismo
valor del potencial eléctrico, creandose una nueva distribucion de carga, que se muestra
también en la figura. Si cortamos ahora el cable, cada conductor, incialmente neutro,
quedara cargado con cargas iguales pero de signo opuesto, de tal modo que la carga total
del sistema de dos conductores A y B, que era nula inicialmente, se conserve. Es decir,

Qa=—-Qp.

Claro que uno podria preguntarse como consigue el primer conductor cargado para
realizar este proceso. Eso no representa realmente un problema, puesto que el papel de
este conductor puede llevarlo a cabo un campo eléctrico constante en la direccién que se
muestra en la Fig. 6.5. También es posible cargar un conductor por frotamiento, que es
la manera en la que se descubrioé por primera vez el concepto de carga, y que existian dos
tipos de ellas (ver discusion sobre esto en la seccién sobre la carga eléctrica, en el tema
sobre el Campo Eléctrico).

6.1.3. Apantallamiento eléctrico

Una de las aplicaciones mas interesantes de un conductor es el apantallamiento de
una zona del espacio respecto a posibles campos eléctricos externos. Para entender como
funciona, consideremos un conductor en cuyo interior se ha practicado una cavidad (ver
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Figura 6.4: Carga de dos conductores inicialmente neutros por induccién, mediado por
otro conductor cargado.

Fig. 6.6). Sabemos que si existe un campo externo, se producird un reordenamiento de
carga sobre la superficie del conductor que hace que el campo eléctrico neto sea nulo en
su interior. ;Pero que sucede en la cavidad? ;Es el campo eléctrico tambien cero alli? ;Y
se redistribuird la carga también sobre la superficie interna del conductor, o inicamente
sobre la externa?. Para contestar estas preguntas, vamos a aplicar el teorema de Gauss
usando la superficie S; de la figura. Es claro que no puede haber carga encerrada por S;.
Ciertamente. Si:

OZ%E’-d_S:QsléQ&:O (6.3)
S1

€0

Por lo tanto, de existir alguna carga distribuida sobre la superficie interna del conduc-
tor, 0, (7), ésta ha de cumplir que la carga total distribuida sobre la superficie interna
del conductor sea cero:

Sint
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Figura 6.5: Carga de dos conductores inicialmente neutros por induccion, mediado por un
campo eléctrico constante.

Por lo tanto, puesto que las cargas positivas son las fuentes de lineas de campo y las
negativas los sumideros, y puesto que el campo en el interior del conductor es cero, todas
las lineas del hipotético campo eléctrico en la cavidad tienen que nacer y morir en los
limites de la misma. Por ejemplo, supongamos que una linea nace en el punto A y muere
en el punto B. Ahora bien, sabemos que el la fuerza de Coulomb es una fuerza conservativa.
Por lo tanto, ha de cumplirse que:

ﬁﬁ(m.d?:o:éﬁ(f)-d}:o, (6.5)

puesto que campo y fuerza son proporcionales, para cualquier circuito cerrado I'. En
particular, para el circuito C' de la Fig.6. Como el campo en el interior del conductor es

cero, esto implica que:

B

/ E-dr=0 (6.6)
A

sea cual sea el camino que usemos para ir de A a B (en la Fig. 6.6 se muestran varias
alternativas, numeradas 1, 2 y 3, ademads de la dada por el camino cerrado C'). Pero, si
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Figura 6.6: Cavidad en un conductor.

cogemos la trayectoria que sigue la linea de campo que une A y B, esta integral solo
puede ser cero si E = 0, ya que el campo siempre es paralelo a la linea. Y esto ha de
cumplirse para todas las lineas de la cavidad. Por lo tanto, E = 0 dentro de la cavidad.
En consecuencia,

Un conductor actia como una pantalla perfecta frente a campos eléctricos externos, ya
que el campo eléctrico sera también nulo en cualquier cavidad practicada en su interior.

6.1.4. Blindaje eléctrico

De la misma manera que puede utilizarse un conductor para cubrir una regién en
la que no queramos que se noten los efectos de un campo exterior, podemos utilizar un
conductor para que no salgan de una determinada region del espacio los campos creados
por cargas en su interior. Esta propiedad, inversa al apantallamiento visto en la seccion
anterior, se llama blindaje eléctrico.

Supongamos que tenemos, como en el caso anterior, un conductor con una cavidad
en su interior. Y dentro de dicha cavidad, colocamos una carga ) (ver Fig.7). Dicha
carga creard un campo en el interior de la cavidad. Ahora bien, el campo en el interior del
conductor ha de ser cero. Eso implica que, aplicando el teorema de Gauss a la superficie Sy,
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es necesario que aparezca una densidad de carga en la superficie interna del conductor
que verifique:

ji Uint(ﬁds =-Q (6-7)

ya que la carga total encerrada por S; ha de ser nula. Fijaros que esto no contradice lo
dicho en la seccién anterior, ya que antes jno habia carga alguna en la cavidad!. La
aparicion de la densidad de carga en la cara interior del conductor no puede, sin embargo,
violar la conservacion de la carga eléctrica. La carga total en el conductor, Q.onq, ha de
ser siempre la misma. Esto significa que serd necesario que se aparezca otra densidad de
carga superficial en la cara exterior, o,,;, de modo que la carga total en el conductor se
conserve:

f Uznt(F)dS + % Uout(F)dS N Qcond = Uout(F)dS - Qcond + Q (68)
S'Lnt

Sout Sout

El campo en el exterior del conductor serd entonces diferente de cero (ver lado izquierdo
de la Fig. 6.7), puesto que si cogemos una superficie Ss como la de la figura, la carga total
encerrada dentro serd Q.ong + @ # 0. Seria sin embargo posible hacer que dicho campo
exterior fuera cero si, de algin modo, consiguieramos que esta carga total se anule. Es
decir, si:

Qcond - _Q (69)

Esto puede conseguirse si conectamos la cara externa del conductor a un punto exterior
de potencial constante mediante un cable. A esto se le llama conectar el conductor
a tierra. La idea se basa en el hecho de que la superficie de un conductor ha de ser
equipotencial. Si unimos dos conductores con un cable, se establecera un trasiego de
carga entre ambos, hasta que el potencial se iguale. En ese momento, deja de haber
campo eléctrico entre ellos (recordar que el campo es el gradiente del potential, jluego es
cero si éste ultimo es constante!), ya que si lo hubiera, los electrones de ambos seguirian
sintiendo una fuerza, que haria que el trasiego de carga continuase. El valor final del
potencial en los conductores depende, como veremos, de la cantidad de carga que haya
en cada uno y de las caracteristicas geométricas de éstos. En el caso de la Tierra, ésta es
tan grande que se supone que no cambia apreciablemente su potencial por tomar/ceder
unos pocos electrones, suficientes por otro lado para que el potencial de la cara externa
del conductor se iguale al de la Tierra, y por tanto, para que desaparezca todo campo
externo (ver lado derecho de la Fig. 6.7). Por tanto,
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Figura 6.7: Blindaje eléctrico.

Un conductor proporciona un blindaje perfecto respecto a cualquier campo eléctrico pro-
ducido en una cavidad interior siempre que conectemos la superficie externa del mismo a
tierra.

6.1.5. Efecto Punta

Hemos dicho ya que, en un conductor, toda la carga se concentra en la superficie, que
esta es equipotencial, y que el campo eléctrico sélo puede ser perpendicular a la superficie
del mismo. Demostraremos ahora que el modulo de dicho campo es maximo en las
puntas del conductor. Para ello, consideramos el siguiente ejemplo. Sean dos esferas
de radios Ry y Ry, con Ry >> Ry (ver Fig. 6.8). Si cada esfera contiene una carga ();
y Q2 respectivamente, sus potenciales vienen dados por (como se comprueba facilmente
usando el teorema de Gauss para cuerpos con simetria esférica):

1 Q2
Vi=K—=— Vo = K—. 6.10
1 R, y 2 R, ( )

Al ponerlas en contacto, habra un trasiego de carga hasta que sus potenciales se
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Figura 6.8: Efecto punta.

igualen. Las cargas finales en cada esfera tendran que cumplir:
%@
Ry Ry

y por conservacién de carga, @ = Q1 + Q2 = Q| + Q. Por lo tanto,

QRl / QRQ

! N
Q y Q2_—R2—|—R1

' R, + Ry

La densidad de carga en cada esfera sera entonces igual a:

Q Q

01

T wR(R+ R) 0 7' T 4nRy(Ra + Ry)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

de donde vemos que, puesto que Ry << Ry, esto implica que o9 >> ;. Por lo tanto,

En un conductor, la carga se concentra esencialmente en las puntas, donde el campo

eléctrico es mucho mds intenso.
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6.1.6. Capacidad de un conductor

Se define la capacidad de un conductor como el cociente entre la cantidad de carga
que puede contener cuando su superficie estd a un determinado potencial eléctrico y el
valor de dicho potencial.

Q

=2 (6.14)

Es importante recordar siempre que la capacidad solamente depende de factores geomé-
tricos del conductor.

e Ejemplo: capacidad de un conductor esférico de radio R

Supongamos un conductor esférico de radio R que contiene una carga Q). El potencial
en su superficie se puede calcular temiendo en cuenta que toda la carga ha de estar
concentrada en la superficie, de forma que tenemos una densidad superficial de carga dada
por o = Q/AnR. Aplicando Gauss, es fdcil ver que el campo en el interior del conductor
es nulo (como debe ser), y que fuera viene dado por:

Q .

(6.15)

El potencial se obtiene facilmente sobre la superficie, sin mds que integrar (ver notas del
tema sobre el Potencial Eléctrico):

V(R) = —/ E(r)dr = 47301% (6.16)

Por lo tanto, la capacidad del conductor esférico sera:

_ 9 _
C = ViR dreg R (6.17)

que, como deciamos, solo depende de la forma del conductor.

6.1.7. Energia almacenada en un conductor

Recordando que vimos como un sistema de cargas {qi,...,qn}, en presencia de un
campo escalar potencial electrico V'(7), almacena una energia electrostética dada por (ver
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notas sobre Potencial Eléctrico):

N
, 1
lectrostat -
Wind ™ = 5 2_ 4V (7). (6.18)
i=1

siendo 7; la posicién de la carga g;, es facil ver que, en el caso del conductor donde todas
las cargas estan a un potencial identico igual al de la superficie externa del conductor, la
energia electrostatica almacenada en éste es igual a:

Q2

el (6.19)

1 - 1 1
Welectrostatica — ’LV —; =V ;= — V = —CV2 —
conductor 2 ; q (7' ) 2 ; q 2 Q 2
donde se ha usado la definicién de capacidad de un conductor, C'= Q/V.

6.1.8. Condensadores

Se define un condensador como un sistema formado por dos conductores que se
conectan entre si por medio de alguna trayectoria conductora, de modo que el proceso de
carga de cada uno es una transferencia de carga de uno a otro. Es decir, si llamamos
1 al primero y 2 al segundo, se cumple siempre que @7 = —Q)>.

1. Condensador Plano-Paralelo

Uno de los ejemplos mas tipicos es el del condensador plano-paralelo, que se mues-
tra en la Fig. 6.9. En dicha figura, se establece una diferencia de potencial AV =V} entre
dos placas paralelas de material conductor y de seccion S, separadas una distancia d, que
hace que ambas placas se cargen con cargas iguales y de sentido contrario, £@). Es facil
comprobar que () es proporcional a la diferencia de potencial AV que se establece entre
las placas. Se define, por tanto, la capacidad de un condensador, como el cociente:

C=-<. (6.20)

Es importante darse cuenta que, aunque tengan el mismo nombre, esta definicién
difiere de la de capacidad de un conductor (ver tema sobre Conductores), puesto que en
ese caso la carga neta almacenada es no nula, estando toda ella a un mismo valor del
potencial eléctrico. En este caso, la carga total en el condensador es nula, ya que hay
+(@ en una placa y —@Q en la otra, y V5 no es un potencial, sino la diferencia entre los
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/ |

+0
S | VO
i
a |
Figura 6.9: Condensador plano-paralelo.
valores del potencial eléctrico en cada placa, AV = V, — V_ = V4. El hecho de usar

el mismo nombre se debe a que tanto conductores como condensadores son sistemas de
almacenamiento de carga (y por tanto, de energia electrostatica).

Es posible estimar analiticamente el valor de la capacidad de un condensador plano-
paralelo si consideramos el limite en el que las placas sean infinitas, lo cual es una buena
aproximacién si d << v/S. En ese caso, el campo eléctrico creado por el condensador es
igual al creado por dos planos paralelos e infinitos, separados una distancia d y cargados
con densidades +o0, y que hemos resuelto previamente (ver tema sobre el Teorema de
Gauss). Se obtuvo entonces que el campo era no nulo iinicamente entre las dos placas,
era perpendicular a las mismas, y estaba dirigido de la placa positiva a la negativa.
Ademés, su mddulo era constante y valia (ver Fig 6.10):

o
E=— (6.21)

€0
Haciendo uso de lo aprendido anteriormente (ver tema sobre Potencial Eléctrico; en

particular, el ejemplo sobre el cdlculo de potenciales en problemas con simetrias de trasla-
cién), es posible calcular el potencial eléctrico asociado a este campo en todos los puntos
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Figura 6.10: Campo y potencial eléctrico en un condensador plano-paralelo infinito.

del espacio. Si elegimos como cero de potenciales el lugar donde esta situada la placa

negativa :
(0, 2<0
. oz
V(z):—/ <—3) dz={ o V=7 (6.22)
0 €0
d
e z>d
\ €0
Por lo tanto, la diferencia de potencial entre las placas es igual a:
d d
AV =V, — V. = V(d)—v(0)= 22 - @1 (6.23)
€0 SEO

con lo que la carga almacenada () es proporcional a la diferencia de potencial AV, como
se mencioné anteriormente. Sustituyendo ahora en la formula de la capacidad, obtenemos

que:
Q €0S
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Por lo tanto, si establecemos una diferencia de potencial V, (por ejemplo con una pila)
entre las dos placas, éstas se cargaran con una carga dada por:
EOS

R=CV,= 7‘/;- (6.25)

Podemos, también, estimar la energia electrostatica almacenada en el condensador:

Welectrostatica o
condensador

(FQVi + (~Q)V.] = 2@V, = 5CV2, (6.26)

DN | —

donde se ha usado que la energia almacenada en un conductor es igual a QV/2, como se
vio en la ultima seccion del Tema sobre Conductores.

1. Asociaciones de condensadores

Es posible asociar condensadores en serie y en paralelo (ver Fig. 6.11).

G
a b

C
C, Cs i !
c d
C2
I Al }—.f

ek

Figura 6.11: Asociaciones de condensadores.
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= Asociacién en paralelo

Dos condensadores estan asociados en paralelo si existe la misma diferencia
de potencial entre sus extremos. Por ejemplo, los dos condensadores del esquema
superior derecho de la Fig. 3 estan en paralelo, ya que en los extremos de ambos
cae una diferencia de potencial V,. Graficamente, se distinguen las asociaciones en
paralelo porque los dos condensadores tienen dos puntos en comun, los puntos e y
f de la figura.

Puesto que la carga en cada condensador vendra dada por:
Q1 =il y Qs = CoV, (6.27)

esto implica que ambos condensadores almacenan la misma carga, () = Q1 + @2,
que un condensador con capacidad equivalente:

:Q1+Q2

‘=

=C1+Cy (6.28)

igual a la suma de las capacidades de cada condensador.

= Asociaciéon en serie

Dos condensadores estan asociados en serie si la diferencia de potencial entre
la placa izquierda del primer condensador y la placa de la derecha del
segundo condensador es igual a la suma de la diferencia de potencial
entre las placas del primero y la diferencia de potencial entre las placas
del segundo. Graficamente, se distinguen las asociaciones en serie por que los
condensadores solo comparten un punto en comun. Por ejemplo, en el esquema
superior izquierdo de la Fig. 6.11, el primer condensador solo comparte el punto b
con el segundo, y éste comparte sélo el punto ¢ con el tercero.

En dicho ejemplo, tendremos que la carga en cada condensador vendra dada por:
Q1 =0V , Q2 = GV y (@3 = C3V3, (6.29)

siendo V; la diferencia de potencial entre las placas del condensador i (i = 1,2,3),
y verificandose que Vo = V; + V5 + V3. Sin embargo, es necesario que Q1 = Qo =
Q3 = @, ya que si no no se conservaria la carga en cada nodo (por ejemplo, mirando
al punto b de la Fig. 3, es necesario que las cargas en la placa derecha del primer
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condensador y en la izquierda del segundo sean iguales y de signo contrario, ya que
sino, jhabria aparecido carga de la nada en dicho punto!). Por lo tanto, sustituyen-
do V; por su equivalente en términos de carga y capacidad de cada condensador,
tenemos que:

(6.30)

Q1 | Q2 Qa_Q{l 1 1}
c, Cy, C; '

Vo=Vi+V+ Vo= "+ —+4 — — 4+ — 4+ —
0 1+ Vo + V3 + + 01+02+C3

Por lo tanto, los tres condensadores podrian ser sustituidos por un condensador
equivalente con capacidad:

1 1 1 1

— t =+ = 6.31
c ¢y Cy O (6:31)
Sin embargo, muchas veces no es facil saber como estéan asociados los condensadores.
Es necesario practicar. Por ejemplo, ;sabrias explicar porqué, en el esquema inferior
izquierdo de la Fig. 6.11, los condensadores C y Cs estan conectados en serie entre

si, y en paralelo con el tercero, C3? ;Y como estan conectados los tres condensadores
del esquema inferior derecho de la misma figura?

1445. Bl condensador cilindrico

Un condensador cilindrico esta formado por dos hojas cilindricas conductoras coaxia-
les (nétese que la primera hoja podria ser un conductor macizo, ya que toda la carga se
concentraria en la superficie externa del mismo). Por ejemplo, en la Fig. 6.12 se mues-
tra un condensador cilindrico formado por dos hojas infinitas de radios a y b, cargadas
respectivamente con cargas +() (esta es una buena aproximacién para un condensador
cilindrico real, siempre que la longitud del cilindro sea mucho mayor que su radio).

Para calcular su capacidad, basta recordar que la carga que almacena cualquiera de
las dos hojas (la otra almacenara lo mismo, pero con signo contrario) puede escribirse en
funciéon de una densidad de carga o definida por:

Q =o027ma L, (6.32)

donde L es la longitud (infinita) del cilindro. Para calcular la diferencia de potencial entre
las hojas hemos de utilizar el teorema de Gauss, que nos dice que el campo eléctrico creado
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Figura 6.12: Condensador cilindrico.

por el sistema es igual a:

( 0, r<a
E={ —, a<r<b (6.33)
T€p
0, r>b

Por lo tanto, calculando la diferencia de potencial entre las dos hojas teniendo en cuen-
ta que estamos en un problema con simetria cilindrica (usando para ello las expresiones
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introducidas en el tema sobre el Potencial Eléctrico):

AV =V, = V. :V(a)—v(b):—/CLE(T)dr—l—/bE(T)dr:— baT—GO: 650

ao b Q b
€0 a 2megL a

Por lo tanto, su capacidad por unidad de longitud (ya que es infinito, jsino saldria una
capacidad infinital) es igual a:

Q 2Te€q

ClL=Rxy = In(b/a)

(6.35)

w. FEl condensador esférico

Un condensador esférico esta formado por dos esferas (la interior puede ser hueca o
no, por la misma razén que en el caso cilindrico) conductoras concéntricas, de radios a y
b (ver Fig. 6.13). Podemos calcular su capacidad de nuevo, tras obtener el campo creado
por las esferas en cada punto del espacio (usando el Teorema de Gauss) cuando la interior
tenga una carga +@ y la exterior —(Q:

0, r<a
= Q
FE = —_— U, <r<b 6.36
4dregr? @& ( )
0, »>b

Por lo tanto, calculando la diferencia de potencial entre las esferas teniendo en cuen-
ta que estamos en un problema con simetria esférica (usando para ello las expresiones
introducidas en el tema sobre el Potencial Eléctrico):

AV =V V(@) - Vi) =— [ B+ | " Br)dr -

- © Q0 “ (6.37)
a , Ameor?  4meg \a b
Por lo tanto, su capacidad es igual a:
Q 4dmegab
O =2 = . 6.38
AV b—a (6.38)
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Figura 6.13: Condensador esférico.

6.2. MEDIOS DIELECTRICOS

Los dieléctricos son sustancias en las que todas las particulas cargadas estan muy
fuertemente ligadas a las moléculas y atomos que forman el material. Por ello, en presencia
de un campo eléctrico externo conducen muy mal la corriente !. En su lugar, lo que sucede
es que el material se polariza, tal y como se muestra en la Fig. 1.26. Debido a la accién del
campo eléctrico externo, la carga que existe en la molécula (neutra) se redistribuye”, de
forma que los electrones (que son los que, al tener menor masa, se mueven més facilmente)
se desplazan en la direccién contraria a la del campo tanto como sea necesario para que
se alcance una nueva situacion de equilibrio. Como resultado de esta polarizacion de la
carga, se crea un campo eléctrico molecular de sentido opuesto al externo, ya que va de
la parte de la molécula donde se concentra la carga positiva a la negativa. Por lo tanto,
el campo eléctrico se reduce en el interior del dieléctrico.

'Por esto, también reciben el nombre de aislantes. Fijaros que, en algunos casos, su conductividad
puede ser del orden de 10?° veces menor que la de un buen conductor.
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Figura 6.14: Polarizacion de un dieléctrico en presencia de un campo externo.

Fijaros también que, si seguimos aumentando el campo eléctrico externo, la molécula
tiene un limite de deformacion por encima de cual se produce lo que se llama ruptura
dieléctrica. Al minimo valor del campo eléctrico para el que esto sucede se le llama
campo de ruptura. Por encima de él, el dieléctrico se vuelve conductor, ya que vuelve
a tener cargas (electrones) libres susceptibles de conducir corriente?.

6.2.1. El dipolo eléctrico

En esta seccion vamos a estudiar el campo y el potencial eléctrico creado por la configu-
racion formada por un par de cargas idénticas, de signos contrarios y que estan separadas
una distancia d (ver Fig. 6.15). A esta configuracién se le llama dipolo eléctrico. El
motivo por el que nos interesa esta configuracion tan particular es que, como vimos en la
seccion anterior, las moléculas de un dieléctrico redistribuyen”su carga en presencia de un
campo eléctrico externo de tal modo que van a poder representarse facilmente mediante

2Un ejemplo comin del fenémeno de ruptura dieléctrica son los rayos y reldmpagos que se producen
durante las tormentas eléctricas. En ellos, el dieléctrico que se rompe es el aire.
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este concepto.

Figura 6.15: Esquema del dipolo eléctrico.

Pasemos, por tanto, a calcular cuanto vale el potencial y el campo eléctrico creado por
este dipolo. Claramente, el potencial en el punto P serd igual a:

6= 1 (l - i) . (6.39)

47?60 1 )

Pero fijaros que, para la aplicacién que tenemos en mente darle, se cumple siempre
que |7] =3 d 3, y por lo tanto r; =~ r, >~ 7. Por ello, esté justificado el usar las siguientes
aproximaciones:

ro — 11~ dcosh Yy rirg ~ 12, (6.40)

que se deducen facilmente de la Fig. 6.15.

3Fijaros que, en el caso de una molécula polarizada, d ~ 10~%m)
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De esta forma, estd justificado el aproximar el potencial creado por el dipolo en el

punto P por:
q o — T q dcost
= ~ . 6.41
¢ 47reo( 179 ) 47T60< 72 ) (6.41)

Ahora, vamos a definir un nuevo vector: el momento dipolar eléctrico

7= qd, (6.42)

donde d es el vector que va de la carga positiva a la carga negativa. Fijaros que, por
tanto, el vector momento dipolar eléctrico es un vector que va de la carga negativa a la
positiva, y tiene por médulo el producto ¢-d (ver Fig. 6.15). El motivo de su importancia
es que, como vamos a ver a continuaciéon, tanto el campo y potencial creado por el dipolo
eléctrico dependen siempre de g y d a través de este vector 2.

Veamos que esto es asi. Para ello, nos fijamos en que p forma un angulo 6 con el vector
7 que va desde el origen de coordenadas (que esta a mitad de camino entre las dos cargas,
como se ve en la Fig. 6.15) hasta el punto P. Por ello, se tiene que:

P17 = qdr cosf (6.43)

lo que podemos usar para reescribir el potencial como:

() ~ : (ﬁ—F) : (6.44)

dmey \ 13

que depende ya solo de p'como deciamos.

Una vez conocido el potencial, podemos calcular el campo eléctrico creado por el dipolo
en el punto P calculando el gradiente de la Ec. 6.44:

B = Vo = oo (57 - B, (6.45)

47eg 7D 73

como puede verse facilmente tras un poco de algebra. Fijaros que, de nuevo, la Ec. 6.45
solo depende de q y d a través del vector dipolar eléctrico p.

Antes de seguir es conveniente visualizar la forma de este campo. Para ello, hemos pin-
tado sus lineas de fuerza en la Fig. 6.16. Como tiene que ser, todas ellas nacen de la carga

4Es por ello que, muchas veces de representan estos dipolos dibujando el vector p, en lugar de pintar
la pareja de cargas.
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positiva y mueren en la carga negativa. Es pedagogico el recordar ahora lo que deciamos
que sucedia en una molecula polarizada: en presencia de un campo eléctrico externo, la
carga negativa de la molécula se movia en su contra hasta encontrar una nueva posicion
de equilibrio. La forma del campo eléctrico molecular que antes mencionabamos que apa-
recia debido a esta polarizacion de la carga tiene, precisamente, la misma estructura que
se muestra en la Fig. 6.16.

Figura 6.16: Lineas de fuerza para el campo eléctrico creado por un dipolo.

6.2.2. El vector polarizacion

Bueno, pues una vez que sabemos que los materiales dieléctricos pueden polarizarse,
jcomo cuantificamos ese estado de cosas para poder calcular algo con ello? Pues introdu-
ciendo lo que se conoce como el vector polarizacién, P(7).

Este vector es muy facil entenderlo si se explota su analogia con el concepto de den-
sidad de carga eléctrica p(7), que introdujimos para estudiar el campo creado por una
distribucién continua de carga. Recordar que entonces dijimos que la densidad de carga p
se calculaba, en cada punto de dicha distribucién con radio vector 7, escogiendo un dife-
rencial de volumen AV centrado en él y contando cuanta era la carga total almacenada en
su interior, AQ (sumando para ello la carga de las moléculas y dtomos que habia dentro
de dicho diferencial). Luego, construiamos el cociente:

p(r) = lim 20

afm (6.46)
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que nos daba la carga por unidad de volumen en dicho punto.

En el caso de un dieléctrico polarizado hemos visto que cada molécula se convertira en
una especie de dipolo, que caracterizamos por un vector momento dipolar eléctrico p.
Por tanto, en lugar de carga eléctrica, vamos a tener momentos dipolares eléctricos dis-
tribuidos por todo el volumen del dieléctrico. Pero podemos usar también una densidad
volumétrica para describir como se reparte. Esa densidad es precisamente lo que es el
vector polarizacion P. Para definirlo haremos lo mismo que hicimos antes para definir
la densidad de carga eléctrica: Cogemos, en cada punto 7, un diferencial de volumen AV
centrado en él, y calcularemos cuanto vale el vector momento dipolar eléctrico total con-
tenido en Ap’ (sumando para ello los vectores momento dipolar eléctrico de cada molécula
y atomo en dicho volumen). Después definimos la densidad de momento dipolar eléctrico
como:

—

S o Ap
P(r) = Al‘1/r1_1)0 NG (6.47)

6.2.3. Potencial eléctrico creado por un dieléctrico polarizado

Ya estamos en condiciones de calcular el potencial eléctrico creado por un dieléctrico
polarizado, que supondremos caracterizado por un vector polarizacion P (igual que an-
teriormente suponiamos conocida la densidad de carga p para calcular el campo eléctrico
creado por una distribucién continua). El proceso comenzara dividiendo el dieléctrico en
diferenciales de volumen, calculando entonces cuanto vale el potencial eléctrico que cada
uno de estos diferenciales crea en un punto arbitrario 7, y aplicando el principio de su-
perposicion para obtener el potencial creado por todo el dieléctrico. Fijaros que, una vez
hecho esto, podriamos obtener el campo eléctrico creado por el dieléctrico sin mas que
aplicar el operador gradiente sobre el potencial que hemos obtenido.

Comencemos dividiendo el dieléctrico en diferenciales de volumen dV’, tal y como se
muestra en la Fig. 6.17. El potencial que dicho diferencial creara en el punto 7 puede cal-
cularse si suponemos que dicho diferencial puede sustituirse por un tinico vector dipolar
eléctrico dp dado por °:

dp = P(7)dV", (6.48)

Una vez hecho esto, el potencial creado por el diferencial de vector momento dipolar puede

Fijaros que el proceso discurre de forma totalmente andloga a como, en el caso de la distribucién
continua de carga, sustitufamos cada diferencial de volumen por una carga puntual situada en 7 con

valor dQ" = p(7)dV".
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X \%

Figura 6.17: Division de un dieléctrico en diferenciales de volumen.

obtenerse usando la Ec. 6.44:

AV (7) =

av’, (6.49)

y teniendo en cuenta que el vector 7 que aparece en dicha ecuacion no es sino el vector
que va del centro del dipolo al punto P donde queremos calcular el campo. En nuestro
caso, dicho vector es el vector ¥ — 77, que une al diferencial de volumen sito en 7 con el
punto P.

Finalmente, aplicando el principio de superposicién, calculamos el potencial total crea-
do por el dieléctrico integrando sobre todo el volumen del mismo:

L P

GE
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6.2.4. Densidades de carga de polarizacién

No es ésta, sin embargo, la forma mas 1til de esta expresion. No es dificil ver que es

posible reescribirla como °:

1 P.ds 1 vP
N _ _ VB gy 51
V() drey )6 |7 — 1] 4dmeg ///V/ |7 — 7| V5 (6.51)

donde la primera integral es sobre la superficie cerrada S’ que rodea al volumen del
dieléctrico V', mientras que la segunda es sobre todo el volumen del mismo.

Esta expresion tiene una interpretaciéon muy sencilla si recordamos aqui dos ecuaciones
que ya obtuvimos en su momento, y que daban respectivamente los potenciales eléctricos
creados por una distribucién superficial de carga o y una distribucién de volumen p (la
Ec. 103 y la Ec. 102). Las repetimos aqui por conveniencia:

_ 1 , o()
V(m_élﬂeo//sds\ﬂ—m’

V(F) = 47360 ///Vdvlfp(_f;'.

Como puede verse, la contribucién al potencial eléctrico dado por el primer término
de la Ec. 6.51 es idéntico al que crearia una distribucién de carga dada por

(6.52)

(6.53)

op(r) = P(r) - 7, (6.54)

que estuviese distribuida por la superficie exterior del dieléctrico , mientras que la contri-

bucion debida a la segunda integral de la Ec. 6.51 es idéntico al que crearia una distribucion
de carga igual a .
pp(r) =V - P(F), (6.55)

que estuviese repartida por el volumen V' del dieléctrico. A estas dos densidades se les
conoce como densidades de carga de polarizacién.

Este resultado es de gran importancia, ya que nos dice que podemos calcular los campos
7
y potenciales eléctricos creados por un dieléctrico polarizado con vector polarizacion P

6Para ello, hay que usar técnicas de integracién por partes y el Teorema de la Divergencia que incluimos
en la parte de Material Avanzado del Teorema de Gauss. Sin embargo, no vamos a hacerlo en detalle en
este curso.

El vector i es el vector normal (hacia afuera) a la superficie S’ en cada punto; es decir, dS = ds .
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sin mas que calculando cuales son las densidades de carga de polarizacién equivalentes
opy pp a partir de P. Una vez hecho esto, podemos olvidarnos del dieléctrico y usar los
métodos de la electrostatica del vacio para calcular campos y potenciales. En concreto, el
campo eléctrico en cada punto serd igual a:

—

1 P-i 1 vP
FE = r—1)dS' — —(F=7)dV’ 6.56
() 4W60@|F—F3(T ) 4d7eq ///V/ |7_"—777|3(T r)av’, ( )

por analogia directa con la ley de Coulomb para distribuciones continuas de carga.

e Ejemplo: campo creado por un cilindro dieléctrico de altura h y radio R
polarizado segun el eje Z con vector polarizacién uniforme dado por P = Py,
(ver Fig. 6.18).

Densidades de

Dielectrico polarizado carga de polarizacio

—

I =

Figura 6.18: Densidades de carga de polarizacién del ejemplo.

Para calcular el campo eléctrico creado por este cilindro, lo mas sencillo es calcular
cuales son las densidades de carga de polarizacion equivalentes. Una vez conocidas, pode-
mos calcular el campo eléctrico aplicando la ley de Coulomb. La densidad volumétrica de
carga es la mas sencilla de calcular ya que:

0P, N 0P, N 0P,
ox dy 0z

Es decir, no hace falta considerar ninguna carga de polarizacion distribuida en el volumen
del cilindro.

pp(F) =V -P = = 0. (6.57)
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En cuanto a la densidad superficial de carga de polarizacion, hemos de calcular op =
P. i, donde 1l es la normal (tomada siempre hacia afuera) a la superficie exterior del
cilindro (ver Fig. 6.18). Fijaros que 11 = i, sobre la superficie lateral, mientras que 1 = 1,
sobre la base superior del cilindro, y 1 = —u, en la superficie interior. Por ello, sdlo
existird carga de polarizacion sobre las bases, y serd igual a:

Obasesuperior — Pﬂuz Uy = _I'PO Obaseinferior — P()uz : ( - uz) = _PO~ (658)

Ahora, basta con calcular el campo creado por dos discos de radio R, separados una
distancia h, y cargados con densidades de carga +F,. Para ello, basta con usar la ley de
Coulomb que vimos en el tema sobre el campo eléctrico en el vacio.

i
i
7

)
Vi
5
o

Figura 6.19: Significado fisico de la densidad superficial de polarizacion.

Significado fisico de las densidades de carga de polarizacién

. Cabria ahora preguntarse cual es el significado fisico de estas densidades de
carga de polarizacion? ;Tienen op y pp algin significado fisico? ;O se trata simple-
mente de una ilusion producida por el formalismo matemaético? La respuesta es que ambas
tienen una justificacién fisica.
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La mas sencilla es la interpretacion de op. Para ello, usaremos el ejemplo anterior del
cilindro. En la Fig. 6.19 se muestra el mismo cilindro de perfil, de forma que las bases
superior e inferior corresponden al lado superior e inferior del paralelogramo de la figura.
También hemos pintado como se polarizan las moleculas en la direccion dada por P.
Ahora, si calculamos la densidad de carga en los tres rectangulos rayados, puede verse
como tnicamente en los que engloban a las bases hay una densidad de carga neta diferente
de cero, positiva en la parte superior y negativa en la inferior.

Para interpretar el significado de pp no es suficiente con el cilindro anterior. Recordar
que, puesto que pp = —V - P serd nula si el vector P es constante. En la Fig. 6.20 hemos
dibujado el mismo cilindro, polarizado en la misma direccién, pero con polarizaciéon que
decrece con la altura del cilindro (es decir, el nimero de dipolos por unidad de volumen
decrece a medida que nos movemos a lo largo del eje del cilindro). En ese caso, tendremos
que,

OP(z)

0z
El significado fisico de esta densidad se ve claramente en la Fig. 6.20 observando lo que su-
cede al calcular la densidad de carga en el rectangulo rayado interno. Puesto que el niimero
de dipolos por unidad de volumen decrece con z, no se compensan las cargas positivas
y negativas dentro del volumen dando lugar a una densidad de carga de polarizacién no
nula.

P=P(2)i. = pp(z)=-V P=-

(6.59)

6.2.5. Teorema de Gauss para dieléctricos

Cuando estudiamos el campo eléctrico en el vacio vimos que el Teorema de Gauss nos
decia que, si considerabamos una superficie cerrada arbitraria S, se cumple siempre que
el flujo del campo eléctrico a su través era igual a:

@E ds = QS (6.60)
€

donde @), era la cantidad de carga total incluida en S. Esto era asi porque las cargas son,
como vimos, son las fuentes escalares del campo eléctrico.

En el caso de un dieléctrico, acabamos de ver que las fuentes del campo eléctrico total
no van a ser sélo las cargas externas (llamadas libres) responsables de crear el campo
externo que polariza inicialmente al dieléctrico, cargas de polarizacién que dan lugar al
campo eléctrico con el que el dieléctrico responde, vy que se suma al campo externo. Por

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



\S\\\?\\“N\\““““““W
= Y
= o
55 3
N d
= S
= S - - - - -
~ — NN
- = S
= — ]
— = L. pn>0
— — N
P ——
N\ .
SES SSSSSS
S S
[ N _
0
£ 5

7
i
.
il

Figura 6.20: Significado fisico de la densidad volumétrica de polarizacién.

ello, en presencia de dieléctricos, el teorema de Gauss se reformula como:
@ E.-d§s = M7 (6.61)
€o

donde @p es la carga de polarizacion total encerrada dentro de la superficie S.
Del mismo modo, también se modifica la forma diferencial del Teorema de Gauss,

v.E=X (6.62)

€o
que identificaba la localizacion de las fuentes escalares del campo eléctrico con los puntos
donde estaban las cargas (donde p # 0). Puesto que ahora tenemos nuevas fuentes del
campo, dicha expresién se modifica a:

V-E = 'O—i__pp7 (6.63)
€0

que incluye las cargas de polarizacion.

6.2.6. Vector Desplazamiento Eléctrico, D

En la seccién anterior vimos que era necesario ampliar las fuentes que hay que conside-
rar en el Teorema de Gauss cuando hay dieléctricos presentes. Esto no representa ningtin
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problema matemaético serio, como ya vimos, pero si que entorpece la utilidad del Teorema
de Gauss a la hora de calcular campos eléctricos en problemas de mucha simetria. La
dificultad estriba en que, si bien la densidad de carga libre p suele ser conocida, no se
tiene ni idea de cuanto puede valer la densidad de carga polarizada pp. Fijaros que no es
suficiente con saber que pp = —V - 13, ya que la polarizacién del dieléctrico va a depen-
der del valor campo eléctrico dentro del dieléctrico, que es precisamente lo que estamos
tratando de calcular!

Existen, sin embargo, una familia de medios dieléctricos para los cuales puede todavia
utilizarse el Teorema de Gauss para obtener el valor del campo eléctrico en casos con
mucha simetria. Antes de presentarlos, es necesario introducir un nuevo campo vectorial,
que se llama vector desplazamiento eléctrico, 5, y que se define como:

—

D=¢E+P. (6.64)

. Por qué es 1til definir este vector? Pues porque si calculamos cuales son sus fuentes
escalares ( es decir, los puntos donde su divergencia no es cero), resulta que:

V-D=eV-E+V-P=p+pp—pp=0p, (6.65)

son solo las cargas libres, que si suelen ser conocidas de antemano. Por ello, si reformu-
lamos el Teorema de Gauss dado por la Ec. 6.61 en términos del vector desplazamiento,
tendremos que su flujo a través de una superficie cerrada S es igual a la carga total
libre que encierra:

@5 dS = Qs, (6.66)

con lo que para calcular el vector D en todas las regiones del espacio nos es indiferente
si existen dieléctricos o no.

Fijaros que la Ec. 6.66 puede usarse igual que el Teorema de Gauss para el campo
eléctrico que ya vimos anteriormente en el vacio. Es decir, nos permite calcular el valor
del vector 5(*) en problemas con un alto grado de simetria. ;Y qué hemos ganado con
esto7 Pareceria que no mucho, ya que seguimos sin saber lo que vale el campo eléctrico
E que es el que realmente nos interesa. Ciertamente, ya que no podremos despejar E de
la Ec. 6.64 sin saber cuanto vale el vector polarizacion P.

Bueno, pues aqui es donde tenemos que restringirnos a una familia particular de
dieléctricos: los lineales, homogéneos e is6tropos. Un medio cualesquiera se dice que
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es lineal, si su respuesta a un estimulo externo es proporcional a la magnitud de dicho
estimulo. Se dice que es homogéneo si todos los puntos del mismo son equivalentes. Y se
dice que es isotropo, si todas las direcciones del medio son equivalentes. Puesto que la
polarizacion del medio se produce como respuesta a la accion de un campo eléctrico, si el
dieléctrico es un medio lineal, homogéneo e isétropo se verificara que:

B(#) = xE(), (6.67)

que se verificard unicamente sobre aquellos puntos 7 donde se encuentra el dieléctrico
(fijaros que, fuera del dieléctrico P= 0, ya que no hay materia que se pueda polarizar!).
La constante de proporcionalidad y se llama susceptibilidad eléctrica y puede medirse
experimentalmente. Fijaros que si el medio no fuera lineal, y = X(E) Si el medio no
fuera homogéneo, la respuesta dependeria del punto, y = x(7). Y si no fuera isétropo, la
polarizacion dependeria de la direccion de la direccién del campo eléctrico y, por tanto, x
no seria un escalar, sino una matriz.

La existencia de esta relacién entre los vectores E y P es suficiente para poder calcular
el campo eléctrico E creado por el dieléctrico si conocemos el vector desplazamiento D
(usando para ello, por ejemplo, el teorema de Gauss). Ciertamente, se cumple entonces
que:

(€0 + X) E=c¢FE = eoerﬁ, dentro del dielectrico
D(7) = E(T) + P(T) = (6.68)

€ F, fuera del dielectrico

de donde puede despejarse facilmente el valor del campo eléctrico.

En la Ec. 6.68 hemos definido dos nuevas cantidades caracteristicas del material: su
permitividad eléctrica ¢ = ¢;+ x, y su la permitividad eléctrica relativa ¢, = ¢/¢.
Ambas son medibles experimentalmente. La primera tiene las mismas dimensiones que ¢,
la permitividad del vacio. La segunda, es adimensional, mayor que uno y suele llamarse
tambien constante dieléctrica del medio.

Por 1ltimo, fijaros que el vacio se comporta como un dieléctrico con constante dieléctri-
ca €. = 1 o, lo que es lo mismo, con permitividad eléctrica ¢.

— —

6.2.7. Condiciones de frontera sobre los vectores 'y D

Para concluir con nuestro tour sobre la Electrostatica en dieléctricos vamos a ver lo
que se conoce como condiciones de contorno de los campos E y D. Esto no es mas
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que la cuantificacién del siguiente hecho: que al atravesar la frontera entre dos medios
los campos pueden sufrir una discontinuidad.

e

Figura 6.21: Condiciones de contorno del campo D derivadas del Teorema de Gauss.

Veamos primero la condicién de contorno que afecta al vector desplazamiento D. Para
ello, consideramos la frontera entre dos medios como se muestra en la Fig. 6.21, y aplicamos
primero el Teorema de Gauss para el campo D. Consideraremos un pequeno diferencial
de volumen que contenga la interfase entre los dos medios (ver Fig. 6.21). Y como nos
interesa sélo lo que pasa en la interfase, tomaremos luego el limite en el que la altura h
va a cero. Fijaros ahora que, al ser pequeno el volumen, no tenemos que hacer la integral
de superficie, bastando con calcular:

Dy - iyAS + Dy - 1, AS = o AS, (6.69)

donde las cantidades con subindice 2 corresponden al medio 2, las cantidades con subindice
1 al medio 1 y o es la posible densidad de carga superficial que exista en la interfase. La
superficie lateral no contribuye ya que tomamos el limite en el que h va a cero, como
comentamos antes. Ahora, fijaros que el producto Dy - fiy 10 es sino la proyeccion del
vector D normal a la superficie en el medio 2, y lo mismo puede decirse el otro sumando,

8Estos dos medios pueden ser dos medios dieléctricos diferentes, o un dieléctrico y el vacio, o un
dieléctrico y un conductor, o dos conductores, o un conductor y el vacio. Fijaros que el vacio no es
diferente al caso de un dieléctrico, ya que hemos visto que es equivalente a un dieléctrico con constante
dieléctrica ¢, = 1.
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pero sobre la superficie uno. Asi que, podemos reescrbir la Ec. 6.69 como:
Dgn — Dln = 0. (670)

Es decir: si existe alguna densidad superficial de carga en la interfase entre dos
medios, la componente perpendicular a dicha interfase del vector desplaza-
miento eléctrico es discontinua, y da un salto igual al valor de dicha densidad
superficial.

4

e

Figura 6.22: Condiciones de contorno del campo E derivadas de su caracter conservativo.

La segunda condicién de contorno que vamos a obtener afecta al campo eléctrico E Y
se deriva de su caracter conservativo: es decir, que su circulacién a lo largo de cualquier
camino cerrado ha de ser cero. Por lo tanto, escogemos un circuito como el de la Fig. 6.22
que englobe también a la interfase. De nuevo, al estar interesados en lo que pasa en
la interfase solamente, tomaremos luego el limite en el que la altura h tiende a cero.
Como también hemos cogido en este caso un circuito muy pequeno, podemos calcular la
circulacién sin necesidad de integrar. Basta con calcular,

- — -

Ey-dly+ Ey - (dly) = Ey - dl — E; - (dl) =0, (6.71)
donde hemos usado que dl = Cﬁg = —Jll y hemos seguido el mismo criterio de subindices

que antes. De nuevo, la contribucion a la circulaciéon de los trozos de circuitos perpendi-
culares a la interfase desaparece al tomar el limite A yendo a cero.
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Anélicemos el resultado. Para ello fijaros en que el producto de Ey- CﬁQ da la proyeccion
del vector E paralela a la interfase. Por ello, de la Ec. 6.71 se sigue que:

EQt - Elt = 0 (672)

Es decir: al atravesar la interfase entre dos medios, la componente paralela a
dicha interfase del vector campo eléctrico es continua.

6.2.8. Dieléctricos y condensadores

Una de las aplicaciones inmediatas del hecho de que en un dieléctrico la polarizacién
de las moléculas reduce el campo eléctrico total en su interior es su uso para aumentar
la capacidad de un condensador. Es decir, para que sea capaz de almacenar una
carga mayor (que cuando el dieléctrico no estd) para la misma diferencia de potencial.
Para entender esto, supongamos ahora el siguiente experimento: cogemos un condensador
plano paralelo de capacidad Cy, y lo conectamos a una pila que establece una diferencia
de potencial entre las placas Vj. El condensador se cargard con una carga )y, dada por:

Qo = Co Vo. (6.73)

Supogamos que ahora desconectamos la pila, dejando el condensador cargado, y
que introducimos entonces una lamina de material dieléctrico lineal, homogéneo e isétropo
de constante dieléctrica €, en su interior. Claramente, esto hace que el campo en el interior
se reduzca un factor €, y que, por tanto, que la nueva diferencia de potencial entre las

placas sea:

y
V= (6.74)

€r

Por lo tanto, la nueva capacidad del condensador, que contiene la misma carga que
antes (por que estd aislado) sera:

C, = % = ETCO > C(], (675)

1

ha aumentado al introducir el dieléctrico.

Fijaros que el potencial entre los extremos de la pila ha tenido que bajar, al introducir
el dieléctrico, por el hecho de que la carga que contiene tiene que conservarse. Sin embargo,
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que si hubiéramos mantenido la pila conectada, de forma que el potencial tenga que ser
Vb, seria entonces la carga almacenada en el condensador la que aumentaria:

@1 = C1V > Qo. (6.76)

eEJEMPLO: Sea un condensador de Cy = 10uF, que se llena con un dieléctrico
con ¢, = 4. Despues, se conecta a una bateria de 20V. ;Cual sera la carga del
condensador?

C =¢.Cy=40urk; Q =CV =40uF - 20V = 0,8mC. (6.77)

¢ EJEMPLO: El mismo condensador se conecta a la bateria primero y una vez
cargado, se desconecta. Luego, se mete el dieléctrico con ¢, = 4. ;Cual sera la
carga del condensador?

Qo = Cy Vo = 10uF - 20V = 0,2mC; (6.78)

y puesto que la carga no puede cambiar, tendremos que:

Q= Qo (6.79)
¢ Y la diferencia de potencial entre las placas?
QR _ Q
V=== =5V. 6.80
C ETCO ( )

Campo de ruptura de un dieléctrico

Como ya dijimos, se llama campo de ruptura de un dieléctrico al maximo campo
eléctrico que puede soportar un dieléctrico antes de convertirse en conductor.

e EJEMPLO: Calcular el voltaje maximo que soporta el sistema de la Fig. 6.23,
si el potencial de ruptura de los condensadores es de 400V.
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Figura 6.23: Esquema del ejemplo de campo de ruptura.

Calculando cudl es la carga mdxima que soporta cada condensador tenemos que, en el
caso del condensador 1:

VAB — 400V = q1mee = C VA = 0,4uC. (6.81)

En el equivalente a los dos condensadores en paralelo, la carga maxima, Qs+ Q)3 viene
data por:
VBC = 4OOV = q1,ma:p = 023 VAB = (CQ + Cg) V’I’;?(ft = O,SMC (682)

max max

Puesto que el condensador 1 esta en serie con el equivalente 2 + 3, ambos tienen
necesariamente que contener la misma carga. Por lo tanto, la carga mdxima en el sistema
es la menor de las dos anteriores, ¢maz = q1,maz = 0,4uC. Y por lo tanto, suponiendo que
esta es la carga almacenada, tendremos que la diferencia mdzima de potencial Vi a la que
se puede someter al sistema serd:

qma$ qmax
Vo=V, Ve = =400V + 200V = 600V. 6.83
0 aB + Vee el + C, + Cs + ( )

Resolucién de problemas de condensadores + dieléctricos

(©) 2004 Ratl Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



208

Nos limitaremos a dar dos ejemplos que ilustran uno de los muchos métodos de solucién
posibles en el caso de que el dieléctrico no rellene completamente el espacio existente
entre las placas del condensador. EL método se basa en sustituir el sistema condensa-
dor—+dieléctrico por una asociacién de condensadores equivalente, y resolver utilizando la
teoria de condensadores estandard.

¢ EJEMPLO: Calcular la cantidad de energia almacenada en los dos sistema
de la Fig. 6.24, suponiendo que los parametros de la misma tienen valores
dados por V =100V, a =0,lm, b =0,2m, d = 0,0lm y ¢, = 5.

&y

s ~

] S=ab S=ab

Figura 6.24: Esquema del ejemplo de condensador-+dieléctrico.

= Sistema de la izquierda:

Basta con considerar el sistema equivalente mostrado en la parte de la izquierda
de la Fig. 6.25. Una vez hecho, la capacidad equivalente es el equivalente a tres
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Figura 6.25: Asociaciones equivalentes al problema del ejemplo.

condensadores unidos en serie, con capacidades individuales dadas por:

GOCLb

Cl:d_/3

€o€rab

d/3

_ coab
> d/3

donde se ha usado que la capacidad de un condensador plano-paralelo es C' = €,S/d
(con S el drea de la placa y d la distancia entre las mismas), asi como las nuevas
dimensiones de los condensadores de la asociacion. Por lo tanto,

d d d 11d 15 [fepa b
C.l= = = Cog = — 6.85
“d 3egab + 15¢gab i 3eqab  15egab 711 < d ) ( )
Por tanto, la energia total almacenada seria:
1 1 15 [€pa b
Wt = —QV = =Ceg V2= — [~ | V2 6.86
2Q 2 22 ( d (6.86)

s Sistema de la derecha:
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Basta con considerar el sistema equivalente mostrado en la parte de la derecha de la
Fig. 8. Una vez hecho, la capacidad equivalente es el equivalente a dos condensadores

unidos en paralelo, con capacidades individuales dadas por:

~ €gErab
¢ ==
(6.87)
_ coab
O =24

donde se ha vuelto a usar que la capacidad de un condensador plano-paralelo es
C = €yS/d, teniendo en cuenta las nuevas dimensiones de los condensadores que

forman la asociacion. Por lo tanto,

B _ €€rab  egab | eoab
Ceq—cl—i-Cz— 2d = 2d :>Ceq—(1+€r) o0 (688)

Por tanto, la energia total almacenada seria:

1 1 1+e¢€ [€oab
elect __ — —— 2 _ G - 2
Wt = 2Q V = 2Cy V ; ( y ) V2. (6.89)

(©) 2004 Ratl Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



Capitulo 7

APENDICE A: INTRODUCCION
AL CALCULO VECTORIAL

7.1. Magnitudes vectoriales y escalares. Campos.

Las magnitudes fisicas que pueden expresarse (en las correspondientes unidades) me-
diante un numero real se llaman escalares; aquellas que necesitan ser expresadas me-
diante un médulo (nimero real), direccién y sentido, se llaman vectoriales. Por ejemplo,
la temperatura (T), la masa (m) o la energia (E) son magnitudes escalares; sin embargo,
la velocidad (7), la aceleracién (@) o la fuerza (F) son magnitudes vectoriales.

Un campo es una funcién que determina en cada punto del espacio el valor de una
magnitud fisica. Si dicha magnitud es escalar, el campo se dice escalar; si es vectorial,
tendremos un campo vectorial. Existen dos conceptos estrechamente relacionados a cada
uno de estos campos. A los campos escalares se les asocian superficies equipotenciales
o de nivel.

e Superficie de nivel o equipotencial

Se llama superficie equipotencial al conjunto de todos los puntos en los que el campo
escalar tiene el mismo valor. En dos dimensiones, seran curvas, y en tres dimensiones,
superficies.

Ejemplo: Sea la funcion escalar en dos dimensiones:

flzy) =2+ (7.1)

Las superficies de nivel vienen definidas por el conjunto de puntos (z,y) que verifican:

> +y?=C (7.2)
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para algun valor de C' > 0. Fijarse que cada superficie de nivel corresponde a una circun-
ferencia de radio v/C', como se muestra en la figura.

(BN
N

Figura 7.1: Superficies equipotenciales asociadas a un campo escalar.

e Linea de campo o de fuerza

En los campos vectoriales se utiliza lo que se llama linea de campo o de fuerza.
Estas lineas tienen la siguiente propiedad: el vector asignado por el campo vectorial a
cada punto es tangente a la linea de fuerza que pase por ese punto:

7.2. Representacion de vectores

Para representar un vector, es necesario especificar su médulo, su direccion y su
sentido. Por modulo se entiende la longitud del vector; por direccién, la recta sobre la
que se apoya y por sentido, hacia donde apunta sobre dicha recta. Los vectores se refieren
usualmente a un sistema de coordenadas en el espacio tridimensional. Dado un sistema
de coordenadas cartesianas orientado a derechas (es decir, se verifica que el sentido de
avance del sacacorchos al girar desde el eje X al eje Y es la direccién positiva del eje Z),
tal como el de la Fig. 7.3, y fijada una unidad de medida, a cada eje se le puede asignar un
vector unitario (es decir, de médulo unidad). Estos vectores, correspondientes a cada
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RN RSN
AT
NSNS
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—_— _t —t_—

r _ —_

Figura 7.2: Lineas de campo asociadas a un campo vectorial.

eje de coordenadas se designan por:
i=(1,0,0), j=(0,1,0) y k=1(0,0,1). (7.3)

Un vector arbitrario, A, vendra caracterizado, en dicho sistema de coordenadas, por tres
numeros (A,, A,, A.), correspondientes a las longitudes de las proyecciones de A sobre
cada uno de los vectores unitarios, de forma que podemos escribir:

A= Aji+ A+ Ak (7.4)
Ejemplos:
i40j + 0k = (1,0,0)

1
0i + 15 4+ 0k = (0,1,0) (7.5)
341742k = (3,1,2)

1

J
A

e Médulo de un vector
El médulo 6 longitud del vector puede obtenerse aplicando el Teorema de Pitagoras,

de forma que:
Al = A= /A2 + A2 + A2 (7.6)
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Figura 7.3: Componentes de un vector.

Ejemplo: En el caso del vector i, 1] = V124 02+ 0% = 1, como corresponde a un vector
unitario.

eCosenos directores
Se llaman cosenos directores del vector A a los cosenos de los angulos que forma
con cada uno de los ejes coordenados:

A

a (7.7)

cosa = —  cosf3 =

|A]

ﬁ cosy =

Ejemplo: En el caso del vector unitario 7 = (1,0,0):
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. i iy

—=1; cosf=-2=0; cosy=—=0 (7.8)
d i i

como era de esperar, ya que i forma un angulo de 90 grados tanto con el eje y como con
el eje z y es paralelo al eje x.

cosa =

7.3. Producto de un vector por un escalar
Sea A un escalar y v un vector expresado por sus componentes. Entonces:
AU = (Avg, Avy, Av,) (7.9)

donde A\t tiene la misma direccion que o; el mismo sentido si A > 0 o sentido contrario si
A < 0; finalmente, el médulo se alarga si |A| > 1y se acorta si [A| < 1

7.4. Suma de vectores

eRegla del paralelogramo
Los vectores pueden sumarse o restarse graficamente usando la regla del paralelogramo,
como se muestra en la Fig. 7.5.

eSuma por componentes
Si tenemos dos vectores A y B expresados en coordenadas:

A=Ajg+Aj]+ Ak
T (7.10)
B = B,i + B,j + B.k
el vector suma sera:
C = Ci+ Cyf + Ok = (Ay + Bo)i + (A, + B,)j + (A, + Bk (7.11)
Ejemplo: Dados los vectores A = (3,—5,6) y B= (2,3,—1), entonces:
A+ B=(3,-56)+(2,3,—1) = (5,-2,5
T4 5= (3,-5,6) + (2.3,-1) = (5.-2.5 1
A—B=(3,-5,6)—(2,3,—-1)=(1,-8,7)
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/,//
AR (A1)

o P AA (0<A<1)

AA (-1<A<0)
Figura 7.4: Producto de un vector por un escalar.

7.5. Producto escalar

Dados los vectores A y B , se define su producto escalar como el escalar que resulta de
multiplicar el producto de sus modulos por el coseno del angulo que forman:

A- B = ABcost (7.13)
ePropiedades
« A-B=B-A
» A-B=0siALlB
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A

Figura 7.5: Regla del paralelogramo.

— — —

= A-(B+C)=A-B+A.C

—,

» (M) - B = XA-B), X escalar

=]
g

. Angulo entre dos vectores: cosf =

<L

B

eExpresion en coordenadas:

- =

Puesto que los vectores 4, j y k son unitarios y perpendiculares entre si, es inmediato

que:
ii=j-j=k-k=1
A (7.14)
1-)=J-k=k-1=0

Por lo tanto, si tenemos dos vectores:

A=A+ AyJ+ Ak
. e . (7.15)
B = B,i+ By,j+ B,k

su producto escalar sera:

A-B=AB,(i-1)+AB,j j)+A.B.(k-k) = A, B, + A,B, + A.B. (7.16)
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Ejemplo:
Si A= 0,2,3) y B= (1,0,2), entonces:

A-B=0-14+2-04+3-2=6 (7.17)

eModulo de un vector:

Es posible obtener el médulo de un vector calculando su producto escalar consigo
mismo:

U] = VU -0 =y J02 + vZ + 02 (7.18)

eIlnterpretacion del producto escalar: proyeccion sobre una direccion

Y
A i
5 5

i A X

Figura 7.6: Proyeccién de un vector.

—

Si escogemos el vector B en la definicion como uno de los vectores i, 7 6 k, tendremos

que:

-

A -7 =|A|[i|cost = Acosh (7.19)

(©) 2004 Ratl Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



219

donde 6 es el angulo que forma A con el eje x. Por lo tanto, el producto escalar con i nos
da la proyeccion sobre el eje x del vector A. En general para hallar la proyeccion de un
vector sobre una direccién dada, basta multiplicarlo escalarmente por un unitario
u en dicha direccién.

eInterpretacion del producto escalar: coordenadas en un sistema de ejes
Si expresamos el producto anterior en coordenadas:
A T=(Agi+Ay]+Ak) T =A0-7) = A, (7.20)

de forma que para hallar las coordenadas de un vector en un sistema de ejes arbitrario,
basta con calcular el producto escalar de dicho vector con cada uno de los vectores
unitarios que definen el sistema de ejes.

7.6. Producto vectorial

Dados dos vectores A y B , se define su producto vectorial, representado como Ax B ,
como el vector que tiene como moédulo el producto de ambos moédulos por el seno del
angulo que forman, como direccién la de la normal al plano determinado por ambos
vectores y como sentido el de avance del sacacorchos al girar desde A a B barriendo el
angulo formado por ambos.

e Propiedades:

s (A+B)xC=AxC+BxC
« AxB=-BxA

s (AxB)xC+#Ax (BxC)

» AxB=0siA| B

eExpresion en coordenadas:
Es facil comprobar que:
I X1=JXj=kxk=0 (7.21)

-l

puesto que un vector siempre es paralelo a si mismo, y que

— — —

kxi=j ixj=k jxk=i (7.22)
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Expresando A y B en coordenadas respecto a 7,7 y k, y teniendo en cuenta las rela-
ciones anteriores, el producto vectorial se expresa:

Ax B = (Ayi+ Ayj + A.k) x (Byi + B,j + B.k) =

» - . 7.23)
= (A,B, —A.B,)i+ (A.B, — A;B.)j + (A, B, — A,B,)k (
que puede escribirse formalmente a través del siguiente determinante:
o i ]k
AxB=| A, A, A (7.24)
B, B, B

x

n

Y

i
v

A

Figura 7.7: Producto vectorial de dos vectores.

elnterpretacion: superficie del paralelogramo

Es facil comprobar que el médulo del producto vectorial de dos vectores A y B es
igual al area del paralelogramo determinado por los mismos, S.

Es por ello que cualquier superficie plana puede representarse por un vector normal
a la misma y con modulo igual al area de dicha superficie. El sentido de este vector
superficie se asigna tras escoger un sentido de recorrido o de giro para el contorno que
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rodea a la superficie; precisamente el sentido del vector superficie es el de avance del
sacacorchos al girar segiin el sentido asignado para recorrer el contorno.

Si la superficie no es plana, ya no tiene sentido la anterior definicién, salvo localmente;
es decir, en un punto cualquiera de una superficie no plana se puede considerar una
superficie elemental y definir el vector elemento de superficie en dicho punto, ds. Cuando
la superficie es cerrada, el vector ds apunta hacia afuera de la superficie.

7.7. Producto Mixto

Figura 7.8: Producto mixto de tres vectores.

—

Dados tres vectores A, B y C expresados en coordenadas, se define su producto
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mixto como:

A A A
A-(BxC)=| B, B, B. (7.25)
c, ¢, C.

Notese que el producto mixto es nulo si los tres vectores son coplanarios.

elnterpretacién: volumen
Es igual al volumen del paralelepipedo formado por A, By C.

e Doble Producto Vectorial
Dados tres vectores v, W y @ expresados en coordenadas, se define su doble producto

vectorial como:

—

@ x (6 x @) = (@ 0)F — (- )@ (7.26)

7.8. Derivada de un vector

Dado un vector 9(t) funcién de un parametro ¢ se define su derivada como:

do(t) _ . ot + At) —9(t)
a = dm T i
ePropiedades

d (= L 7o) dat) | db(t)

- 4 (aw £ b)) = S5 =
. da(t) | .. \dA(t

v i) = o G+ a S
» Expresion en coordenadas: %6@) = d(#f—i— %j + djf/;
s Derivada del producto escalar: % <5L(t) : g@)) = dczl(tt) : g(t) +a(t) - d[Zl(tt)
» Derivada del producto vectorial: % (6(15) X 5@)) = chLl(tt) X I;(t) +a(t) x dﬁigft)
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7.9. Integral de un vector

La integral de un vector v es igual a un nuevo vector w que tiene por componentes la
integral de las componentes de

w:/b@ﬁ (7.28)

donde las componentes de w son:

%:/%@% %:/%@% W:/%@ﬁ (7.29)

ePropiedades

» [(UEd)dt = [vdt + [wdt

» [ AUdt = \ [ ¥dt, con \ constante
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Capitulo 8

APENDICE B: INTRODUCCION
AL CALCULO DIFERENCIAL

8.1. Definicion de derivada. Sentido fisico

El calculo diferencial se introduce en la Fisica por la necesidad de cuantificar el cambio
de las cosas. La velocidad de un vehiculo no permanece constante en el tiempo, ni su
posicién tampoco. La temperatura de un termémetro cambia. La presion en un neumatico
también. Ademas, no es solo importante el hecho del cambio en si, sino también si este
cambio es rapido o lento. Es decir, lo que nos importa cuantificar es el cambio en el tiempo
de una determinada magnitud.

e Ritmo de cambio promedio de una funcién

Como primera aproximacién a nuestro problema, podemos utilizar lo que se llama
ritmo de cambio promedio. Supongamos que queremos cuantificar cuanto ha cambiado
la temperatura de una habitacion entre las 08:00 y las 20:00. Sabiendo que la temperatura
a las 08:00 eran 15 grados, y 17 grados a las 20:00, definimos el cambio de temperatura
promedio mediante:

AT T(t=20:00)—T(t=08:00) 1
B = ¢ grados/h 8.1
At 20 : 00 — 08 : 00 - grados/hora (8.1)

Sin embargo, es importante notar que esta definicién sélo depende de los valores de
la temperatura a las 08:00 y a las 20:00, no de la historia intermedia. Es decir, podria
haberse roto el aire acondicionado durante parte del dia, de modo que a las 14:00 la tem-
peratura podria haber subido hasta 42 grados, o la temperatura podria haberse mantenido
constante entorno a 16 grados todo el dia. Pero el ritmo promedio no nos da informacion
sobre eso, ya que solo depende de los valores inicial y final!

R =
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e Concepto fisico de derivada de una funcién

;,Como podemos conseguir mayor informacién sobre lo historia temporal del proceso
de cambio? Pues tomando los intervalos de tiempo sobre los que calculamos el ritmo
promedio mas pequenos. Asi, si tomamos cuatro tiempos entre las 08:00 y las 20:00 en
lugar de sélo el inicial y el final:

t; =08:00, to =12:00, t3=16:00 y t, =20:00 (8.2)
podremos calcular el ritmo de cambio promedio entre cada par de instantes consecutivos:

Ry = Slin _ TUi) =T() oy (8.3)
i,i+1 — Atiﬁ#l ti+1 — tz 9 ) 4y .

De esta manera si algin R; ;1 es mucho mayor que los demas para algun i, sabremos
que entre t;,1 y t; la funcién ha cambiado mucho mas deprisa. Tomando todavia subinter-
valos mas pequenos (o lo que es lo mismo, més tiempos intermedios) iremos consiguiendo
informacion cada vez mas detallada sobre el cambio de la funcién.

La derivada de la funcién T'(t) se obtiene llevando este proceso de subdivisién hasta
el limite. El intervalo de tiempo completo se divide en subintervalos de longitud dt. Y se
define la derivada de la funcién T en el tiempo t mediante:

;. AT . T(t+dt)—T(t)
o= 2 =i~ a

Por lo tanto, fisicamente, la derivada de una funciéon en un punto nos dice el ritmo de
cambio instantaneo de la funcién en dicho punto. O lo que es lo mismo, el ritmo
promedio de cambio entre el instante ¢ y el instante ¢ 4+ dt, cuando dt se hace infinitamente
pequeno.

(8.4)

8.2. Interpretacion matematica de la derivada

Como hemos visto en la seccién anterior, la derivada de una funcién f(z) se define

por:
[f(x)]/ = dlml,go f(ﬂ? + dj; _ f(Q:)

(8.5)

Olvidando por un momento el limite que aparece en la ecuacion anterior, y comparando
con la Fig. 8.1, el cociente que aparece en la definicién de derivada corresponde a la
tangente del angulo que forma con el eje X la recta que une los puntos (z, f(z)) y (z +
dz, f(x + dx)).
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f
tan(@)= f(x+d>é)x— f(X) - ge/ac )x)

f(x+dx)

f(x)

Figura 8.1: Concepto de derivada.

Para ello basta recordar que la tangente del angulo (3 perteneciente al triangulo rec-
tangulo de vértices ABC se define como el cociente entre el cateto opuesto, BC, y el
cateto contiguo, AC, al angulo f3.

Cuando dicho limite se toma, haciendo que dz — 0, lo que hacemos es acercar el punto
(x +dz, f(x+dzx)) hacia (z, f(z)), de manera que la recta que los une tiene a la tangente
a la curva en (x, f(z)) cuando ambos colapsan. Por eso, matematicamente, se entiende la
derivada en un punto como la tangente del angulo que la recta tangente a la curva en
ese punto forma con la horizontal.

(©) 2004 Ratl Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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8.3. Derivadas mas comunes

A continuacién se da una lista de las derivadas mas comunes (notar que ¢ corres-
ponde a una constante arbitraria y n a un numero racional). Las cinco iltimas férmulas
corresponden a reglas para derivar funciones computestas: suma o resta, producto o
divisién y la regla de la cadena.

() =0
(z) =1
(") = na""
(ina)) = ©
(62)/ h_ e[L’
(sen(z)) = cos(x)
cos(x)) = —sen(x)
(tan(z))' = CO;@) (8.6)
[f(@) £g(@)] = f'(2) £ 4'(z)

{f(@ ' @) - f@)g @)
e g(2)?
F (9@ = g/@)%

e Ejemplo 1: Derivese la expresion:

{ln (21:?2)}/ - (glj;)l/;j; (R.cadena) =
- ((:2 xQ)(QQ iﬁj’?“ ”)) / (;f;’;) (R.cociente) — (8.7
+2° + 2z

1+ )22

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.



228

e Ejemplo 2: Derivese la expresion:
!/
[sm (\/2 + x2>] [ 2+ xﬂ cos

= 0S8
2( 2+x2

7( \/2173:2) cos (

(
eos

V2 + 22

[\]
+
8
[}
~—

N——

V2 + x2> (R.cadena) =

(8.8)
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Capitulo 9

APENDICE C: INTRODUCCION
AL CALCULO INTEGRAL

9.1. Definicién de integral

La integral de una funcién f(x) se denota de la siguiente manera:

F(z) = /f’»‘ f(s)ds (9.1)

A la funcién F'(x) se le llama la primitiva de f(z), y se define como aquella que verifica
la propiedad siguiente: ol

Por lo tanto, la integral es la inversa de la derivada, ya que si cojo una funcién arbitraria
f(z), la derivo y luego la integro vuelvo a obtener la misma funcién f(z) (salvo una
constante aditiva):

9.2)

df v

F@) g f@0) = G ~puF@) = [ Fods=f@+c 03
La constante C' aparece debido a que la funciéon primitiva F' no es unica. Si a cualquier
funcién F(z) que verifica que su derivada es igual a f(z) le sumamos una constante,

tendremos otra primitiva diferente, G(z) = F(z)+C que tambien verifica que su derivada

es f(x).

229



230

9.2. Propiedades de las integrales

La integral tiene muchas propiedades que se derivan estrictamente de su definicion.
Las méas importantes son:
e Aditividad:

[ @ +g@lde = [ @+ [ gty (9.4

e Multiplicacién por un escalar:

/m ()] do = /\/w F(2)da (9.5)

e Ejercicio: Demostrar ambas propiedades (ayuda: usar que las primitivas han de verificar
la propiedad enunciada por la Ecuacion 39).

9.3. Integrales mas comunes

Mientra que derivar cualquier funcién es basicamente trivial, hallar la primitiva de
una funcién dada no lo es. Sin embargo, usando el hecho de que la integral es la inversa
de la derivada, es posible calcular muchas integrales. En la lista siguiente, se enumeran
las integrales inmmediatas méas comunes:

(©) 2004 Rail Sénchez. Dpto. Fisica. Universidad Carlos III de Madrid.
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/ cdx = cx + C
xda:zEx +C
‘ n 1 n+1
2"dy = ——=x +C
n+1

/ ldm =In(z)+C
x

/ edr =¢e"+C

§ sen(z)dx = —cos(z) + C 0

cos(x)dx = sen(zx) + C

[ r@ir fﬁjl e

"(x)cos (f(x))dr = sen (f(z)) +C

En cualquier caso, muchas integrales no son evidentes. Y es necesario recurrir a otros
metodos para resolverlas. Por ejemplo, realizar cambios de variables.
e Ejemplo 1: Calctilese la integral:

x _ z _ — 2
/ 2z p -1 (=6x)  In(4 3:c)+c

1—32" 73 | 17327 3 (97)

Notese que hemos multiplicado la integral por -1/3 a fin de tener la derivada del denomi-
nador en el numerador, y poder asi aplicar la novena férmula que aparece en la ecuaciéon
anterior.
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9.4. INTEGRALES DEFINIDAS. INTERPRETACION FiSICA DE
LA INTEGRAL

Para interpretar fisicamente lo que es una integral es necesario recuperar la Ec. 39,
que afirma que F'(z) es la primitiva de f(z) si y solo si:

fla) =4 (0.

Si desarrollamos ahora el lado de la derecha haciendo uso de la definicion de derivada
dada en la Ecuacién 34:

_dF F(z +dx) — F(x)

O === o9
tenemos que, olvidando de nuevo el limite que aparece en la ecuacion:
F(x+dz) — F(z) = f(zx)dx (9.10)

Si dx es pequeno, entonces f(x)dx es aproximadamente el area que queda encerrada entre
la funcion y el eje de las X, bajo el intervalo que va de z a x + dx.

Supongamos ahora que escogemos un punto inicial z = a (ver Fig. 9.1). El area
encerrada entre la curva y el eje X, sobre el intervalo que va de a a a + dr vendra data
por F(a+dz)—F(a) = f(a)dz. Igualmente, el area encerrada entre curva y eje X, bajo el
intervalo que va desde a+ dx hasta a+ 2dz serd F(a+2dz) — F(a+dz) = f(a+dz)de. Y
sumando ambas, puedo decir que el area encerrada entre curva y eje X, bajo el intervalo
que va desde a hasta a + 2dz sera:

fla)dz + f(a+ dx)dr = [F(a+ dz) — F(a)] + [F(a + 2dx) — F(a + dx)] =

= F(a+ 2dz) — F(a + dz) (9.11)

Por lo tanto, el area encerrada entre curva y eje X sobre un intervalo cualesquiera [a, b]
no es mas que la diferencia F'(b) — F'(a), como puede demostrarse sin mas que iterando la
formula anterior para tantos dx consecutivos como haga falta para llegar hasta el punto
b.

A la diferencia F'(b) — F'(a) se le llama integral definida de la funcién f(z) entre los
puntos a y b, y se denota por:

/ f(@)dz = Fla) — F(b) (9.12)

y como hemos dicho, representa el area encerrada entre la curva f(x) y el eje X, bajo el
intervalo que va de a hasta b.
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f(x)

f(x+dx)
f(x)

S = f(x)dx

Figura 9.1: Concepto de integral.

9.5. Propiedades de las integrales definidas

Las propiedades mas importantes derivan de las ya vistas:

e Aditividad: , , ,
| @+ g@de = [ p@yds+ [ gty
e Multiplicacién por un escalar:

[ wena = [ s

a las que hay que anadir que:
e Suma sobre intervalos de integracién:

/abf(x)dx+/bcf(x)dx _ /acf(x)dx

(9.13)

(9.14)

(9.15)
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f(x)

f(X) |------m oo

b X

>< s I — A

a

\
aﬁdx a+3dx
a+2dx

Figura 9.2: Concepto de integral definida.

la cual es evidente, ya que el area encerrada bajo el intervalo [a, | es necesariamente la
suma de la encerrada bajo [a,b] y la encerrada bajo [b, ¢].
e Inversion del intervalo de integracién:

/a ’ f(x)dz = — /b " F(@)de (9.16)

tambien evidente, ya que F(b) — F'(a) = — [F'(a) — F(b)]. Finalmente, es interesante darse
cuenta de que la indeterminacion que existia antes respecto a la constante C' que podia
anadirse a la primitiva de f(z) ya no existe. Puesto que las integrales definidas se obtienen
como la diferencia del valor de F'(z) en dos puntos, si le anadimos una constante a F'(x),
ésta desaparece al hacer dicha diferencia.
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