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Capitulo 1

CONCEPTOS BASICOS

1.1. INTRODUCCION.

1.1.1. CONCEPTO DE ERROR.

Error es la desviacion existente entre el resultado de la mediciéon de una mag-
nitud fisica y el valor verdadero de ésta. El error es algo implicito al proceso de
medida y se puede clasificar, segin su origen, como sigue:

= Error de tipo sistematico: Es aquél debido a defectos en el método o en el
instrumento de medicion, reflejandose en una desviacion, siempre en el mis-
mo sentido, de los resultados de las medidas. Ejemplo: el error sistematico
que se produce al utilizar una balanza mal calibrada.

= Error de tipo accidental: Es aquél debido a causas imposibles de controlar,
alterandose los resultados de la medida de forma aleatoria. Ejemplo: en
la medida de un intervalo temporal con un cronémetro manual el error
cometido por el hecho de la no coincidencia entre el inicio del experimento
y la puesta en marcha del cronémetro.

Los errores sistematicos pueden ser practicamente eliminados al ser posible
detectarlos y corregirlos. Sin embargo, los errores accidentales nunca pueden ser
eliminados, aunque admiten un tratamiento estadistico que es el que expondremos
méas adelante.

1.1.2. REPRESENTACION NUMERICA DE RESULTA-
DOS EXPERIMENTALES.

Al realizarse la medicién de una magnitud fisica (que puede haberse hecho a
través de un gran nimero de medidas individuales), nuestro objetivo es presentar
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2 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

el resultado final de la forma
magnitud = X* + € (1.1)

donde X* es el valor aceptado de la magnitud resultado de la medicion (al cual lla-
maremos también valor esperado) y € es una estimacién del error absoluto cometi-
do (al que también llamaremos incertidumbre). De esta manera, se estd suponien-
do implicitamente que el valor verdadero Xy, de la magnitud verifica

Xye(X"—e, X" +¢) (1.2)

A la hora de escribir estos resultados, siempre se seguiran las siguientes
reglas:

» La tltima cifra significatival del valor esperado y la tltima cifra significativa
del error han de ser del mismo orden decimal.

= El error ha de tener una tnica cifra significativa . Se acepta que si la primera
cifra significativa del error es un 1, se incluya una segunda.

= Se procurara expresar los resultados en notacion cientifica, para asi evitar la
posible ambigiiedad que surgiria en el caso que la dltima cifra significativa
fuese un cero.

= El resultado ha de estar acompanado por las unidades correspondientes a
la magnitud fisica que se ha medido.

'Dado un nimero escrito en forma decimal, cifras significativas son todas aquellas distintas
de cero. Un cero es una cifra significativa si

e Esta situado entre digitos no nulos.
e Estd situado detras de digitos no nulos y a la derecha de la coma decimal.

e En el caso de ntimeros enteros, si estd situado detrds de digitos no nulos y se ha escrito
la coma decimal explicitamente.

Por ejemplo, en la siguiente lista de niimeros, se resaltan en negrita aquellas cifras que son
significativas:

0,0100205 (6 cifras sig.) 10,230 (5 cifras sig.) 1200, (4 cifras sig.) 1200 (2 cifras sig.)
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Asi, tras la realizaciéon de una medida (valor esperado y error absoluto), se
redondeara el error absoluto para que asi quede expresado con una unica cifra
significativa (o dos si la primera es un 1). Hecho esto, queda determinado el
orden de la ultima cifra significativa del valor esperado, redondeandose éste en
consecuencia. Algunos ejemplos (en la medida de distintas masas) son:

1,23782+£ 0,074 kg —

1,24+ 0,07 kg|

0,087214-£0, 0001256 kg —|0, 08721 & 0,00013 kg = (87,21 +0,13) x 102 kg

1276,23 = 31,456 kg — [ 1280 = 30 kg | —{ (1,28 +0,03) x 10° kg

1280, 23 = 3, 1456 kg — | 1280, +3 kg | —| (1,280 +0,003) x 10® kg

Ademas del error absoluto o incertidumbre, suele incluirse en el resultado el

error relativo, definido como
€

siendo evidente que el error relativo es adimensional. Es usual expresar éste en

términos de porcentajes, para lo cual basta multiplicar por 100 el resultado de la
anterior ecuacion.

(1.3)

€r

El resultado de una medida es exacto si el valor verdadero de la magnitud
se encuentra dentro del intervalo determinado por el valor esperado y el error
absoluto asociado. El resultado de una medida es mas preciso cuanto menor sea
el error relativo del mismo. Puede asi ocurrir que tengamos una medida muy
precisa pero inexacta (por ejemplo, debida a un error sistematico no detectado)
y, que por el contrario, una medida sea exacta pero imprecisa.

1.2. MEDIDAS DIRECTAS.

1.2.1. DEFINICION.

Como su nombre indica, una medida directa de una magnitud es aquella que
se obtiene por lectura directa en un cierto aparato (p.ej. la masa en una balanza)
sin necesidad de hacer calculo alguno.

Llamamos precision del aparato de medida a la minima desviacién medible en
la escala graduada del instrumento (p. ej. en una bdascula en la que la distancia
entre dos marcas de la escala sea de 1 gramo, la precision de la misma es 1 gramo;
en un aparato digital, su precision es el orden de la ultima cifra que aparece en
la pantalla del mismo).
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Al efectuar una medida directa individual, el orden de la ultima cifra significa-
tiva del resultado de la medida no puede ser menor que la precision del aparato.
Asi, en la bascula cuya precision es de 1 gramo, resulta inadmisible como resulta-
do de una medida individual 123,5 g jaunque nos parezca que la aguja estd justo
entre dos marcas de la escala graduada!

Cada medida individual estara afectada de un error accidental (suponiendo
que las fuentes de error sistemdtico hayan sido eliminadas). Es por ello que al
efectuar la medida de la magnitud fisica realizaremos N mediciones individuales
que pueden ser tratadas estadisticamente, pudiéndose hallar el valor esperado y
el error.

1.2.2. VALOR ESPERADO.

Supongamos que hemos realizado N medidas directas individuales de una
magnitud, siendo z; {j =1,2,..., N} cada uno de los resultados individuales.
El valor esperado de la magnitud se toma igual a la media aritmética de las
cantidades z; .

. 1
X :x:Nij (1.4)

1.2.3. ERROR ABSOLUTO.

La estimacién que se haga del error absoluto dependera del nimero N de
medidas realizadas. Definamos previamente:

= Precisién del aparato: p .

Tméix — Lmin

= Dispersién de los datos: D,, = , donde x4 es el dato de valor

mas alto y zy,m el de valor méas bajo).

N 1/2
_\2
; (z; — 7)
s Desviacién cuadratica media: o, = ];V(N——l)

Entonces, una estimacién del error puede venir dada por el siguiente criterio:

= Si se ha efectuado una sola medida (N = 1) :

e=p (1.5)
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= Si se tienen, como maximo, diez medidas (1 < N < 10) :

€ = max (p, Dyn) (1.6)

= Si se tienen més de diez medidas (N > 10) :

€ = max (p, o) (1.7)

1.2.4. NUMERO DE MEDIDAS.

En muchos casos puede surgir la duda en la determinacion directa de una
magnitud fisica sobre el nimero de medidas que se han de realizar. El siguiente
criterio puede resultar orientativo a este respecto:

= Se efectian tres medidas de la magnitud, calculando la dispersién D,, aso-
ciada a los tres datos obtenidos. Entonces

e SiD,, <0,027% estas tres medidas son suficientes.
e Si0,02x < D,, < 0,087 seis medidas resultan suficientes.
e Si 0,08z < D,, < 0,152 quince medidas son suficientes.

e Si D,, > 0,15 hay que realizar un gran nimero de medidas (N ~ 50)

= Es inaceptable un resultado en el que el error relativo sea mayor que el
10 %. En este caso hay que aumentar el nimero de medidas hasta conseguir
disminuir esta cifra. Si se observase que el alto error se sigue manteniendo,
entonces nos encontrariamos con que el procedimiento experimental resul-
ta limitado para los propésitos deseados, debiendo (l6gicamente si resulta
posible) cambiar de método.

1.2.5. PRESENTACION DE LOS RESULTADOS.

En general, la presentacién de los datos experimentales se realiza a través de
tablas. En el caso de una medida directa, senalaremos claramente la magnitud
fisica, las unidades de los datos obtenidos y el error de la medida individual (la
precisién del aparato de medida). A continuacién, obtendremos el valor esperado
y el error absoluto asociado (indicando el procedimiento empleado para calcular
éste) y, por ultimo, el resultado final (valor medio e incertidumbre) con el formato
numérico correcto.

Como ejemplo veamos la tabla de resultados asociada a N = 12 mediciones
del tiempo de caida libre de una masa desde una altura de 2 m con un sistema de
medicién de tiempos cuya precisién es de una centésima de segundo (p = 0,01 s).
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Tabla 2.1.- Tiempo de caida del mavil

Med. n® 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10 (1112

(t+0.01)s (062(052|062|063(0.62|0.62|/067)|058[0.66(0.65|0.67|0.65

12
FEQ =0,633... s ; 0, =

=0,0097... s

y en consecuencia, al ser o, ~ p

|t=0,63+0,01 s|

1.3. MEDIDAS INDIRECTAS.

1.3.1. DEFINICION.

Una medida indirecta de una magnitud fisica es aquella que se obtiene a través
de operaciones efectuadas sobre valores de magnitudes medidas directamente.
Por ejemplo, la determinacién de la aceleracion de la gravedad g en la superficie
terrestre indirectamente a través de la medicién del tiempo t que tarda un movil
en recorrer un espacio vertical A en caida libre usando la expresion

2h
g= t_2 (1-8)

La altura h y el tiempo ¢ han sido medidos directamente y el valor que se tiene,
en consecuencia, de la constante g ha sido resultado de una medida indirecta.

1.3.2. VALOR ESPERADO Y ERROR ABSOLUTO.

Consideremos una magnitud Z que viene dada en funcién de otras A, B, C, ...
mediante una expresion del tipo

Z=f(A B,C,..) (1.9)

siendo los valores esperados de A, B, C, ... respectivamente A* B* C*, ... y los
errores absolutos €4, €, €c, .. Entonces, el valor esperado de Z* es el resultado de
la evaluacién de la funciéon Z sobre los valores esperados A*, B*, C*, .. :

7* = f (A", B*,C",...) (1.10)




1.3. MEDIDAS INDIRECTAS. 7

Paralelamente, el error sobre las magnitudes A, B,C),... determina el error
de Z (propagacién de errores). Para calcular éste tendremos que hallar en primer
lugar las derivadas parciales de la funciéon f respecto de cada una de sus variables

_9f _of . _9F
A OB - oC

Hecho esto, el error absoluto asociado a Z viene dado por

fa IB

fe (1.11)

ez = |fa (A", B*,C*,...) -ea|l + |f5 (A", B*,C",...) - eg| + |fo (A", B*,C*, ...) - ec| + ...

(1.12)
donde por |z| designamos el valor absoluto de la cantidad x.

Por ejemplo, en la situacion mencionada de la obtencién de g a través de la
expresion
2h
g=g(h,t)=— (1.13)
t
la medida de la altura h ha dado como resultado h = 2,00 £ 0,01 m , mientras
que el tiempo de caida ha viene expresado por t = 0,63 + 0,01 s :

h*=2,00m e, =0,01m

t*=0,63s ¢=0,01s (1.14)
Las dos derivadas parciales son
dg 2 dg 4h
ht)=—=—= hit)=—=—— 1.15
gh( ) ) ah t2 ) ft( ) ) at tg ( )
y, en consecuencia
* Qh* —2
gt = = 10,078 ms
(1.16)
2 4h*
€g = tT2€h + ‘_tT:aet =0,37Tms?
de manera que redondeando convenientemente los resultados
¢g=10,1+0,4ms 2% ; € ~4% (1.17)

Por tltimo, si en la funcién apareciese un nimero irracional (7 , por ejemplo),
en buena légica hay que introducir el error del nimero resultado de tomar para
éste finitas cifras decimales (7 = 3,1415 4+ 0,0001). Ha de cumplirse que el error
relativo asociado a un numero irracional ha de ser menor que el error relativo
de cualquier magnitud fisica medida directamente que aparezca en la expresion,
para lo cual basta tomar el niimero irracional con el suficiente niimero de cifras
decimales.
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1.3.3. CASOS PARTICULARES.

Como acabamos de ver, el calculo asociado a la propagacion de errores resul-
ta tedioso debido a la necesidad de obtener y, posteriormente evaluar, un gran
niumero de derivadas parciales. Ahora bien, hay situaciones en las que el resultado
final que se sigue del procedimiento expuesto en el subapartado anterior resulta
especialmente simple:

= Expresiones lineales
Z=aA+pBB+ .. (1.18)

con «, 3, ... constantes racionales y A, B, ... magnitudes fisicas. En este caso

€z = |alea+ |0 ep + ...

= Monomios
Z =~vyA°BP...

con v, «, 3, ... constantes racionales y A, B, .. magnitudes. Entonces

(67
EZ:|Z*|(‘E €B+...>

€A+'§*




Capitulo 2

GRAFICAS

2.1. GENERALIDADES.

En muchos casos, el objetivo de las medidas es descubrir o comprobar una
posible relacion entre dos magnitudes fisicas X e Y. En esta situacion es conve-
niente emplear una gréafica en la que se representen las parejas de valores (X;,Y;)
cuyo analisis facilitaria el estudio de la mencionada relacion.

A la hora de representar una grafica, seguiremos las siguientes normas gen-
erales:

= Se usara papel milimetrado o, si se tiene acceso, uno de los multiples pro-
gramas de ordenador disenados a tal efecto.

= Cada grafica tendra un titulo, en el que se indique de forma clara y breve
lo que se pretende representar con dicha gréafica. Si los datos numéricos se
encuentran en una tabla aparte, conviene hacer referencia a la misma.

= Los ejes de la grafica deben rotularse claramente con el nombre de la mag-
nitud fisica y las unidades en las que se expresa. A su vez, deben incluirse
divisiones que faciliten la interpretacion de los datos.

= Los limites de cada eje, al igual que el origen de coordenadas, deben ele-
girse cuidadosamente de tal manera que los datos se distribuyan sobre toda
la gréfica (impidiendo que aparezcan apelmazados en una parte de la mis-
ma). Asi, el origen no tiene porque ser, necesariamente, el cero de ambas
magnitudes.

= Los puntos correspondientes a una pareja de datos deben marcarse ex-
plicitamente, destacdndolos con un simbolo (por ejemplo e, <> ). Asimismo,
se tiene que indicar el error experimental en la toma de los datos mediante
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una o dos barras de error. Asi, si el error del valor Y; resulta ser ey, se situ-
ard un segmento vertical de longitud 2ey (en las unidades determinadas en
el eje de ordenadas, naturalmente) centrado en el punto que representa la
pareja de datos. Andlogamente se procede con el error del valor X; usando
un segmento horizontal de longitud 2¢ey.

Cuando la interpretacién fisica lo requiera, debe dibujarse , junto con los
datos experimentales, una curva que mejor ajuste a los mismos. Esto solo
debe realizarse si la teoria que intentamos corroborar asi lo prescribe. En la
mayoria de las graficas de estos laboratorios solo serd necesario un ajuste
lineal que puede ser realizado a mano, segin se explica en el capitulo ante-
rior, o a través de una aplicacién informética (mucho més sencillo) como,
por ejemplo, Origin.

TIPOS DE REPRESENTACIONES GRAFI-
CAS.

Lineal: En una grafica lineal, distancias iguales tomadas sobre ambos ejes

representan intervalos iguales, siendo éste el tipo de representacion grafica
usada habitualmente.

Logaritmica: Las escalas horizontales y verticales no son lineales, sino log-

aritmicas; asi distancias iguales no representan intervalos iguales. Mas clara-

mente, sobre la grafica se representa no el par ordenado (X;,Y;) sino
(logyy Xj,1og, Y;). Si desedsemos hacer una grafica logaritmica, usariamos
papel adecuado (papel logaritmico), el cual ya estd preparado para no ten-
er que efectuar ninguna operacién intermedia. Las graficas logaritmicas son
utiles a la hora de representar relaciones del tipo Y = aX9, puesto que
tomando logaritmos log,, Y = log,, o + qlog,o x , y asi la grafica seria una
recta de pendiente q.

Semilogaritmica: Una de las escalas es lineal y la otra es logaritmica. De
esta manera (suponiendo que el eje lineal es el de abcisas) representamos
los puntos (X, log;,Y;). Al igual que existe un papel logaritmico, se tiene
papel semilogaritmico preparado a este efecto. Las graficas semilogaritmicas
son utiles a la hora de representar dependencias exponenciales del tipo
Y = ApB®, ya que tomando logaritmos log,, Y = log,, A + (log,, ) =, y
asi la grafica sera una recta de pendiente log,, 3.
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2.3. AJUSTE DE FUNCIONES LINEALES. MINI-
MOS CUADRADOS.

Consideremos un conjunto de N medidas de una pareja de magnitudes fisicas

X e Y de las cuales sospechamos que se encuentran relacionadas mediante una
funcién lineal del tipo

Y=mX+b (2.1)

siendo nuestro objetivo el encontrar la pareja de valores m, b que den lugar la recta
que mejor ajuste los N datos experimentales (método de minimos cuadrados).
Como convenio, consideraremos la mejor recta como aquella para la cual la suma
de los cuadrados de las desviaciones verticales de los puntos respecto de la recta
sea minima. Esto es, se han de tomar m, b de tal forma que la cantidad

N
C(m,b) = (V; —mX; —b)’ (2.2)
j=1
sea minima. Puede probarse que solucionar este problema es equivalente a resolver
el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas m, b

(2.3)
cuya solucién es
N
> X;Y, — NXcYe
m = FIN
; Xj2 — NX2
N N (2.4)
YCZXJZ—XCZXij
po = j=1

M=|"

X2 - NX2

J

j=1
siendo (X, Y¢) las coordenadas del ”centro de gravedad” de los datos exper-
imentales dadas por

N
1 1
XC:NZX]' ; YC:NZY} (2.5)
j=1

(nétese que ni X ni Y representan un valor esperado, puesto que cada pareja
de datos (X;,Y;) estd asociada a un estado distinto del sistema que estamos
midiendo).
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Puede suceder que m, b estén relacionados, como ya hemos comentado, con
alguna cantidad cuyo valor deseamos conocer. Asi, siendo consistentes, necesita-
mos saber el error cometido en la determinacion de m y b, pudiendo probarse que
vienen dados por

> (Y; —mX; —b)?

€Em = =l
(N —-2) 21 (X; - Xo)*
]:
(2.6)
N 2
Y. —mX,—b
T DL
€p — -—
N X N —2
Sop-xe | NP
j=1
Por 1ultimo, se define el coeficiente de correlacién como
N N N
N ;XJ‘YJ - ;Xj ;Yj
r= = = = (2.7
2 2
N N N N
N X7 - (ZXj> N Y- (ZYj)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1

y que informa sobre la dependencia existente entre las variables X e Y. Un
coeficiente de correlacién cercano a la unidad indica que la dependencia entre
ambas es, efectivamente, lineal y que tiene sentido el hacer el ajuste por una
recta.

El método de ajuste lineal no esta limitado a relaciones del tipo Y = mX +b.
Ya hemos visto que otro tipo de funciones como Y = aX™ o Y = Ab*, tras la
toma de logaritmos dan lugar a relaciones lineales. En este caso el ajuste que
acabamos de ver sigue siendo vélido. Andlogamente, en una relacién del tipo
Y = VA + BX*, la toma de logaritmos no simplificaria la relacién, sin embargo,
representando Y2 frente a X* el resultado es de nuevo una recta, siendo ajustable
ésta.

En las situaciones extremas en las que resulta imposible el ajuste mediante
una recta (por ejemplo Y = A + BY + CY?, con A, B, C desconocidos) se sigue
el mismo principio que el empleado en el ajuste lineal por minimos cuadrados:
los valores de los parametros han de ser tales que la suma de los cuadrados
de las desviaciones verticales respecto de la grafica sea minima. El problema,
igualmente, se reducird a la resoluciéon de un sistema de M ecuaciones lineales
con M incégnitas (los pardmetros).
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EJEMPLO

Para clarificar en lo posible estos ultimos conceptos, consideremos como ejem-
plo la siguiente experiencia ficticia (célculo de la aceleracién de la gravedad):

= OBJETIVO: Célculo de la aceleracién de la gravedad en la superficie ter-
restre mediante el estudio del movimiento rectilineo uniformemente aceler-
ado de un cuerpo en caida libre.

= PROCEDIMIENTO:

e En primer lugar se medira el tiempo ¢ que emplea el movil en recorrer
una distancia h por efecto de la aceleracion de la gravedad partiendo
con velocidad nula (caida libre). Para ello se suelta el cuerpo desde
distintas alturas y se mide el tiempo que tarda en impactar contra el
suelo. Para cada altura se realizan distintas mediciones, calculandose

los errores y representando los resultados finales en una tabla adecua-
da.

e Se representan las graficas t en funcién de h y t* en funcién de h,
ajustando por minimos cuadrados esta iltima mediante una recta.
Relacionando el valor de la pendiente de dicha recta con la aceleracién
de la gravedad calcular esta 1ltima, con su error asociado.

e Representar ¢ en funcion de h en papel logaritmico, comprobando
que el resultado es una recta.

e Representar logt en funcion de logh . Ajustando la recta corres-
pondiente por minimos cuadrados hallar, de nuevo, el valor de ¢ .
Comentar las diferencias existentes entre este método y el expuesto en
la segunda parte del procedimiento.

13
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e En los apartados 2 y 3, como ilustracion del calculo de errores, hemos visto
un céalculo de g midiendo el tiempo que tardaba el movil en caer desde una altura
determinada. Aqui vamos a seguir la misma idea, pero midiendo los tiempos que
emplea en recorrer distintas alturas, extrayendo el valor de g a partir de la grafica
adecuada que relacione tiempos con alturas.

Vamos a suponer que las alturas se han dispuesto a intervalos de 20 cm desde
0,2 m hasta 2 m, habiendo sido medidas éstas con una cinta métrica graduada
en centimetros ( p, = 0,01 m ). Para cada altura se efectuaron quince medidas
del tiempo de caida con un crondémetro cuya precision es de una centésima de
segundo ( p; = 0,01 s ). En total tenemos 150 datos experimentales agrupados
en diez grupos, por lo que en primer lugar presentaremos de forma compacta los
datos experimentales:

Figura 3.1: Datos Experimentales.

h(m) [ tr(s) |tz () |tz (5] |ta (5] |15 (5] |t (5] |t7 (5] | te (5] | ta (S) Jtio (S)[trr (5 [tz (3)]tia () |ta (5)|tis (5)] <t= (seq) | & (seq)
020 |08 (019|017 |022 (021 (0201022018 |019(020|021 (019 (022|021 (020 0,199 0,004
040 |028 (029|027 |030(028 (028 |030|029|027(023|029|030(027|023(030] 0,286 0,003
060 |033 (035|034 |037|035(036|036|035|038(034|033|035(033|036|035] 0,350 0,004
080 |042 (040|040 |039 (041|037 |04 | 040|042 (040|041 (038|041 (040|039 0,401 0,006
1,00 |044 ([045( 045|046 (044 (045|045 | 046|045 (044 (045|047 (044|045 (0451 0450 0,002
1,20 |0A0 (D49 (050|051 (049 (050|050 049|050 (050 | 049|045 (048|051 (050 0494 0,003
140 | 054 [053 (053|054 |055 (053|053 | 054 |054(053 053|053 (053 |054(053 0,536 0,002
160 |057 (057 (058|056 |056 (057 |057 | 056|057 (059 (0567|058 (053|057 (056 0,571 0,002
180 |0B0 (0G0 |(0OR2|0RT |0B2 (061 |0RT|0OBD|0OG2|06G1 (0OG1|0B0|(0OGD|0G2|0K 0,609 0,002
200 |0OB2 |0B1|0B3|0B3|0G4 (0G4 |0B4|0B4|0B3|(065|064 065 (065 |064| 064 0,635 0,003

Aprovechando la propia tabla para indicar los valores medios y desviaciones
cuadraticas medias de los 10 tiempos de caida. Ahora bien, puesto que resulta
que, en todos los casos, p; > o, , el error en cada uno de los diez tiempos resulta
ser la precisién del cronémetro. Los datos definitivos se reflejan en una segunda
tabla:

Figura 3.2: Tiempo/Altura

him) |<t= (seq) | &% () | Az(s)
0,20 0,20 0,0 0,01
0,40 0,29 oo 0,01
0,60 0,35 oo 0,0
0,80 0,40 001 0,01
1,00 0,45 o001 0,01
1,20 0,49 0,01 0,01
1.40 0,54 oo 0,01
1,60 0,57 o001 0,0
1,80 0,61 001 0,01
2,00 0,64 001 0.0




e A continuacién dibujamos la primera grafica (lineal)

Figura 3.3: Tiempo/Altura
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0,55 |-
0,50 |- ¥
0,45 |- ]

0,40 - *

t (segundos)

0,35 |- ®
0,30 |-
0,25 |-

020 %

0115 L PR [T [T TN T T ST ST I T T R

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
h (metros)

y la segunda, incluyendo en ésta la recta ajustada por

Figura 3.4: Tiempo 2/ Altura.

2,2

minimos cuadrados:

045 ——1—r ——
0% y-a+BX ]
0ss| A=-0,001:0,004 i

B = 0,204 + 0,004
0,30 |- r= 0,99991

G 025G -
] L 4
23
. 020 -
0,15 |- . _
| o Datos experimentales |
010 | —— Ajuste por minimos _
L cuadrados ]
0,05 |- -
0400 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22
h (metros)

(nétese que, mientras en la primera grafica todas las barras de error asociadas
a los tiempos eran iguales, en la segunda esto no sucede. Si usamos propagacion

de errores €2 = 2te; , lo que ha de tenerse en cuenta).

Noétese también que en gréfica se a incluido el valor de r, coeficiente de re-

gresion. Dicho coeficiente indica la calidad del ajuste a los

datos experimentales.

Un valor, como el del ejemplo, de 0,999... es un valor muy bueno, significa que
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la recta obtenida y sus parametros son una representacion fidedigna de los datos
medidos.

Esta recta es de la forma
2 =mh+1b

siendo m la pendiente y b la ordenada en el origen. Por otro lado, el resultado
tedrico es

2
t?=Zh
g
por lo que
2
Mieor = — 3 bteor =0
g

Empleando las expresiones correspondientes al ajuste de una recta por minimos
cuadrados, se tiene que

0,004 s>m~!
0,004 s

m=0,204 s>m=' ; €,
b= —-0,001s% ;: ¢

por lo que, efectivamente, dentro del margen de error la ordenada en el origen de
la grafica es nula.

Puesto que
2
g=—=9,8039.. ms >
m
por propagacion de errores
_ _ -2
€g = ‘W em—0,19m3

y asi se llega a que

g= 9,80+0,19 ms2

resultado razonable dentro del margen de error.

e Por tultimo, representamos el logaritmo del tiempo de caida frente al log-
aritmo de la altura. La gréafica es, salvo los datos numéricos, exactamente la
misma que la anterior (16gico). Sin embargo ya podemos utilizar las expresiones
del ajuste de minimos cuadrados con los datos que se derivan de la tabla 3.2:



Figura 3.5: Logaritmos de Datos Experimentales (con

log h (m)| log <t> (zeq) | Alog him) |Alogzis)

0,70 -0,70 0,05 0,05
040 -0,54 0,03 0,04
0,22 -046 0,02 0,03
-0,087 -0,40 0013 0,03
0,000 -0,35 0,010 0,02
0,079 -0,31 0,008 0,02
0,146 0,271 0,007 0,09
0,204 0,243 0,006 0013
0,255 0215 0,006 0016
0,301 0,197 0,005 006

siendo la grafica de la siguiente forma

-0,15
-0,20
-0,25
-0,30
-0,35
-0,40
-0,45
-0,50
-0,55
-0,60
-0,65
-0,70

log t

-0,75
-0,80

Figura 3.6: Grafica de la tabla 3.5

error).

Y=A+BX

A =-0,346 £ 0,004

B=0,501+0,018

r= 0,99965

® Logaritmo de la altura
—— Regresion lineal

-0,90 -0,75 -0,60

-0,45

-0,30

-0,15 0,00 0,15
log h

En este caso, la recta ajustada es de la forma

logt = m'logh + 0

y como la expresion tedrica es

t= \/?hl/2
g

0,30

0,45

17
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se debe cumplir que

1 1 2 /
m:fem" = 5 ) bteor/ = 5 1Og <§) =g = 2 X 10_2bt°” (g en m3_2)

Aplicando las expresiones de minimos cuadrados
m’ =0,501 €, =0,018
b =-0,346 ¢y = 0,004

por lo que, de nuevo, dentro del margen de error se comprueba la proporcionalidad
entre t> y h. En cuanto a la aceleracién de la gravedad

g=2x10"%" (genms?) =9,841 ms?

€g=|—4x 1072 x In 10| ey = 2gey In 10 = 0,09 ms~2

de forma que, redondeando

g=29,8440,09 ms>

Los resultados no coinciden exactamente. En el primer método, ya estabamos
suponiendo que t2 y h eran proporcionales, obteniéndose el valor de g consecuente
con el ajuste. En este segundo método sélo estamos suponiendo la proporcional-
idad de h con una potencia de t. El ajuste nos indica tanto la potencia como el
valor de g. Es pues, evidente, que el segundo método es mas general, puesto que
inmediatamente confirma (o desmiente) si una magnitud es proporcional a una
potencia cualquiera de otra.
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